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INSTI TU Z 1 0 N I 

DELLA 

TRIGONOMETRIA RETTILINEA 



C A P. I. 

CÈLLA MISURA DEGLI ANGOLI. 

$• i* Principio. La circonferenza di ogni cer- 
chio si suppone dai Trigonometri divisa in 36 o 
parti uguali , che diconsi gradi : e ciascuno di 
questi intendesi pur diviso in 60 parti uguali , 
che chiamansi minuti primi , o semplicemente 
primi. Ogni minuto primo poi sapponesi diviso 
in 60 parti uguali , che diconsi minuti secondi 
o secondi. E nello stesso modo s* intendono 
divisi i minuti secondi per ottenere i minuti 
terzi o i terbi , ec. 

§. 2. Cor. I. Dunque la semicirconferenza di 
un qualunque cerchio dovrà contenere 180 gradi: 
e ’1 quadrante , eh* è la quarta parte dell’ intiera 
circonferenza , dovrà contenerne 90. 

§• 3 . Cor. II. E poiché gli angoli, che sono 
al centro di uno stesso cerchio , o di uguali 
cerchi seguono la ragione degli archi su cui 
poggiano ( 33 El. VI. ) ; dovranno essere anche 
quegli angoli nella ragione de’ numeri denomi- 
nati , che rispettivamente ne dinotano i gradi , 
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primi , secondi , oc. f che si contengono nei me- 
desimi archi. £ perciò di piti angoli posti al 
centro di uno stesso o di uguali cerchi assu- 
mesi per unità della misura quello , che pog- 
gia sull’ arco di un grado : e le frazioni del- 
la medesima unità si dinotano per minuti 
primi , minuti secondi , ec. 

§. 4- Scoi. I gradi della circonferenza di qual- 
sivoglia cerchio sogliono dinotarsi ponendo un 
sero a destra ed un pò al di sopra del numero, 
che li rappresenta : ed i minuti primi , secondi, 
ec. si dinotano con uno , due , ec. apici alla 
destra ed un pò al di sopra di quei numeri , 
da cui rispettivamente sono dinotati. Cosi , per 
esempio , volendo dinotare un arco di 63 gradi, 
3q minuti primi , 53 minuti secondi , 3 4 ter- 
zi , ec., si dovrà scrivere 63°. 37 '. 53". 34'", 
ec. Ma i minuti terzi , quarti , ec. sogliono e- 
sibirsi per decimi , centesimi , ec. di secondi. 

PROP. I. TEOR. 

J. 5. Se prendasi per centro il vertice di 
un angolo rettilineo ( fig. 1 . ) ACB , e con 
diversi intervalli CA , CF si descrivano tra 
i lati di quell' angolo più archi circolari AB, 
FE ; tali archi dovranno contenere un mede- 
simo numero di gradi , minuti primi , se- 
condi , ec. 

Dal punto C si elevi alla CA la perpendico- 
lare CD , e si compiscano i quadranti ABD , 
FEL. Dovrà stare ( 33. El. VI. ) l’angolo FGE 
all’altro FCL come l’arco FE al quadrante 
FEL , e l’angolo ACB all’ altro ACD come l’ar- 
co AB al quadrante ABD. Ma l’ angolo FCE 
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•ta all* altro FCL come 1 * angolo ACB all’angolo 
ACD. Dunque dee stare 1 * arcoFE al quadrante 
FEL come l’ arco AB al quadrante ABD. E 
quindi contenendosi go° in ciascuno dei due 
quadranti FEL , ABD ; negli archi AB , FE 
( *4 El. V ) vi si dovrà contenere uh medesi- 
mo numero di gradi , minuti primi , secondi , 
ec. C. B. D. 

§. 6. Cor. 1 . Dunque di ciascun angolo può 
assumersi per unità della misura quello, che a- 
vendo il vertice al centro di un qualunque cer- 
chio sottende un arco uguale alla 36 o m * parte 
della periferia , e che per questa ragione dicesi 
angolo di un grado. Le frazioni poi della me- 
desima unità si dinotano per quegli angoli, che 
avendo i loro vertici al centro del cerchio sono 
opposti ad archi , che nella stessa periferia sodo 
parti del grado. E perciò le frazioni dell’ angolo 
di un grado vengono dette angoli di minuti 
primi , secondi ec. ' 

$. 7. Cor. II. E quindi ciascun angolo dee 
contenere lo stesso numero di gradi , minuti 
primi , secondi , ec. che sono nell’ arco del cer- 
chio , che ha per centro il vertice , ed è con- 
tenuto tra i lati di quell’ angolo ( §. 5 . ) 

§. 8. Cor. III. La somma degli angoli di 
un triangolo rettilineo dee pareggiare 180°. 

§. 9. Cor. IV. Il perchè conoscendosi i nu- 
meri , che ne dinotano due angoli di un trian- 
golo rettilineo , si farà noto il valore numerico 
del rimanente angolo , sottraendo la somma di 
que’ due angoli da 180°. 

§. io. Cor. V. Se dentro e fuori di un trian- 

f olo ABC si menino ( Jig . a. ) piò rette DE , 
G , HK , ec. parallele ad uno de’ lati AG di 
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esso; i triangoli DBE , FBG , HBK, ec. che ne 
risultano, saranno tutti equiangoli all’altro ABC. 
Dunque se diensi due angoli di un triangolo, e 
quindi anche il rimanente ( §. 9. ) , non si po- 
tranno da questi rinvenire le lunghezze dei lati 
4i quello. 

. \ 

PROF. II. TEOR. 

5. 11. Gli angoli posti ai centri di due; 
cerchi disuguali sono tra loro nella ragion 
composta della diretta degli archi su cui pog- 
giano e dell' inversa de ’ raggi di quei cerchi. 

Sieno (fig. 3.) ACB , FCE due angoli po- 
sti al centro comune C dei due cerchi disuguali 
ÀGB , FED , e che abbiano soprapposti i lati 
CA , CF : e ’1 lato CE del secondo di tali an- 
goli si prolunghi finché ne incontri la periferia 
del cerchio A GB nel punto G. Dovrà stare ( 33 
El. VI.) l’angolo BCA all’altro GCA, o sia 
f angolo BCA all’ angolo ECF come 1’ arco AB 
all’ arco AG. Ma ( a3 El. VI.) l’arco AB sta 
all- altro AG nella ragion composta delle ragioni 
di AB ad FE , e di FE ad AG : ed è poi la 
ragione di FE ad AG uguale a quella di CF a 
CA. Dunque dee stare 1’ aDgolo BCA all’ altro 
ECF nella ragion composta delle regioni di BA 
ad FE , e di CF a CA. Vale a dire, che gli 
angoli ec. C.B.D. 

§. ia. Cor. Si dinoti con R il raggio del cer- 
chio ÀGB , e si ponga il raggio CF del cerchio 
FED uguale ad 1 , e I' angolo FCE sia di 1 
Sarà pure l’arco FE di i.° Il perché dovrà es- 
sere la ragione composta delle ragioni dell’arco 
AB a quello di i°, preso nel cerchio FED , e 
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«lei raggio i di questo al raggio R del cerchio 
ACB uguale a quella dell’ angolo ACB all’ an- 
golo di i° } o sia dovrà stare AB .1: i°. Rt: 
ACB: i°. Ma la prima ragione di queita ana- 

A B , ' 

logia adegua 1 ’ altra di — : 1 . Dunque dee stare 
— : 1 0 :: ACB: i°. E quindi dev’ essere 1 ’ arco 

R * 

AB diviso pel raggio R uguale all’ angolo ACB 
( 9. El. V. ). Vale a dire , che ogni angolo 
posto al centro di un cerchio adegua l’arco , 
die tè opposto nel medesimo cerchio , diviso 
pel raggio. 

... CAP. II. 

DEL SOGGETTO DELLA TRIGONOMETRIA RETTILINEA, 

E DELLE LINEE TRIGONOMETRICHE. 

J. i 3 . Def. /. I numeri , che rispettivamente 
ne dinotano i valori degli angoli e dei lati di 
un triangolo , si dicono parti del triangolo. 

§. 14. Def. li. La risoluzione di un trian- 
golo rettilineo consiste nel determinare tre parti 
di esso , essendo note le rimanenti ; purché que- 
ste non sieno i tre soli angoli della figura (§. io). 

§. i 5 . Def. III. La Trigonometria piana 0 
rettilinea è quella scienza , che ha per soggetto 
la risoluzione de’ triangoli rettilinei. 

§. 16. 1 Scol. Qualora di un triangolo ne sono 
note tre parli, tra le quali vi si contenga un 
lato , e pei vertici degli angoli di esso vi passi 
uu piano , sul quale possano distendersi i suoi 
lati ; la determinazione delle parti ignote del 
triangolo h di facil* conseguimento , come ne 
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appare dagli Elementi di Euclide. Ma se i ver- 
tici degli angoli del triangolo sieno tre punti i- 
solati dello spàzio; in tal caso la determinazione 
delle parti ignote di esso , non può colla mede- 
sima facilità conseguirsi. E per questa ragione 
conviene stabilire alcune regole per la risoluzione 
cje| triangolo. ' 

§• 17. Def. IV. Il complemento di un arco 
circolare è la differenza tra esso àr<;o e ’1 qua-, 
tirante: e ’l supplemento di un arco è la diffe- 
renza tra esso arco è la semicirconferenza. 



§• 18. Def. V. Il seno di un arco è là per- 
pendicolare , che dall’ estremo dell’ arco si ab- 
bassa sul raggio , che passa per |* altro estremo. 

$• 19. Def. V I. La tangente di un arco è 
quella retta , che tocca l'arco in un suo estre- 
mo e si prolunga insino al raggiò condottovi per 
l’ altro estremo. ' 

§. no. Def. VII. Il raggio di un cerchio 
prolungato insino alla tangente di un arco chia- 
masi segante di tale ardo. 

§• ai. Def. VÌI!. Il coseno di un arco è 
il seno del complemento di essò. La cotangente 
di un arco è la tangente del suo complemento. 
E la cosegantè di un arco è la segante del 
complemento dello stesso arco. 

$• aa. Def. IX. Il seno-vèrso di un arcoh 
le parte dèi diametro , che trovasi tra 1- estremo 
dell’ arco ed il seno dèUo stesso arco. 



§• a 3 . Def. X. Il seno di un arcò , la tan- 
gente , la segante, il coseno , la cotangente , e 
la cosegante si dicono lince trigonometriche. 

§. a 4 - Scol. Le linee trigonometriche 4 > un 
arco appartengono eziandio all’angolo formato al 
centro del cerchio, e eh* è opposto a queir arco. 




» 



PROP, JJI. PROSI. 

\ §. a5. Diensi il raggio di un cerchio e ’l 
seno , e 7 coseno di un qualunque arco di 
esso j determinare le altre linee trigonometri- 
che dello stesso arco. 

Sieno rispettivamente (fig. 4-) EQ, EN il seno 
e '1 coseno dell’ arco circolare AE , e sia RA il 
raggio del cerchio ABCD , cui appartiene il me- 
desimo arco 4E. Intantp per gli estremi A e B 
del quadrante AB si menino le due tangenti AM, 
BL , che incontrino il raggio RE prolungato nei 
rispettivi punti M ed L, e si dinoti con R il 
raggio del cerchio ABCD , e con * l’ arco AE. 
Sarà EQ“sen.*, QR=cos.p, AM= tang.9, BL 
=cotan.f, RM=seg.$, ed RL^coseg.p. 

Or , a cagione de' triangoli simili RQE, RAM , 
essendo RQ : QE::RA : AM , ed RQ : RE::RA : 
RM ; sarà nei simboli cos. * : sen.?;:R:tang.g , 
« cos. 9 : R::R:seg.«.Il perchè ( lnst. Arit. §. i84) 
dovrà essere 



Rie». A 

tang. «= , 

co».* 



e seg. 




In oltre , poiché l’ angolo REQ adegua il sup 
alterno BRL , e l’ angolo RQE è uguale all’ al- 
tro RBL , per. essente ambedue retti ; sarà il 
triangolo RQE simile all' altro RBL. E perciò 
dovrà stare EQ : QR::RB:BL , ed EQ:ER::BR: 
LR ; e nei simboli si avrà sen.O : cos.*:: R : co- 
tan.t, e sen.*: R::R : coseg.p. E quindi dovrà 
essere (lnst. Arit. §. i84). 

. Rcos.e . R* . 

cotang. *= — — , e eoseg.f=— — . . . C.B.F. 
sen.* sen.p 



\ 



\ 



( 
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§. a 6 . Cor. I. Adunque 1 la tangente di 
un arco è uguale al raggio multiplicato pel 
seno diviso pel coseno', a.® la segante di un 
arco adegua il quadrato del raggio diviso 
pel coseno : 3 .° la cotangente di un arco è 
uguale al prodotto del raggio pel coseno di - 
viso pel seno ; ££ e la cosegante di un arco 
pareggia il quadrato del raggio diviso pel seno. 

§. 37. Cor. II. E poiché al triangolo REQ 
( §. s 5 . ) è simile tanto il triangolo RMA , che 
Tallio RBL; dovrà essere il triangolo RMA si- 
mile all’ altro RLB. Il perchè dee stare MA : AR:: 
RB : BL , ed MA: MR;:RB: RL* e nei simboli 
si ha tang. 9 : R R ; cot. 9 , e tang .9 : seg. 9 :: 
R : coseg.9. Dunque dev’ essere 

cotang. 0— ^ , e coseg. 9= ^' se ^ 

taog .9 tang. 9 

PROP. IP. TEOR. 

§• 28. I seni degli archi , che sono mag- 
giori di 180® e minori di 36 o°, debbono avere 
il segno contrario a quello dei seni degli ar- 
chi contenuti tra o° e 180®. 

Nel cerchio ABCD si distendano i due dia- 
metri AC , BD perpendicolari tra loro , e da 
un qualunque punto E preso nella semicircon- 
ferenza ABC si menino a quei diametri le per- 
pendicolari EQ , EN. Di poi da un altro punto 
G della semicirconferenzaADGC si menino a quei 
diametri le perpendicolari GO , GP. Sarà EQ 
il seno dell’ arco AE contenuto tra o® e i8o°, 
e GO il seno dell’ aròo ABCG contenuto tra 180® 
e 36 o°. Ma ia EQ è uguale alla RN , e la GO 
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-alla RP: e poi le rette RN ed RP hanno op- 
poste direzioni rispetto al centro R del cerchio, 
dunque il seoo dell’ arco AE dee avere il se- 
gno contrario a quello dell’ arco ABCG. Vale 
a dire ec. C. B. D. 

§. 39. Cor. I. E quindi assumendosi positivi 
i seni degli archi contenuti tra o° e 180*; de- 
vono essere negativi i seni degli archi compresi 
tra 180* e 36 o°. . 

§. 3 o. Cor. II. Dagli estremi A e G del dia- 
metro AC del cerchio ABCD si prendano sulla 
circonferenza gli archi AE , AH , CF , CG tra 
se uguali , e ciascuno minore del quadrante. 
Sarà l’ arco ABF uguale all* altro EBC, cioè ugua- 
le al supplemento dell’ arco AE : e le .perpendi- 
colari EQ, FQ, GQ, HQ menate dai punti E, 
F, G, H sul diametro AG dovranno essere uguali 
tra loro. Ma tali perpendicolari sono rispettiva- 
mente seni degli archi AE , ABF , ABCG, ed 
ABGH. Dunque sono uguali tra loro il sena 
di un arco minore del quadrante , il seno del 
supplemento dello stesso areo , il seno della 
semicirconferenza aumentata del medesimo ar- 
co , e'I seno dell' intiera circonferenza dimi- 
nuita dell’ accennato arco : ma il primo e ’l se- 
condo di tali seni sono positivi, e’I terzo e’^ 
quarto sono negativi ( §. 29- )• 

PJROP. V. TEOR. 

§. 3 i. I coseni degli archi contenuti tra o° 
e 90° e tra 370° e 36 o° debbono avere il se- 
gno contrario a quello dei coseni degli archi 
maggiori di 90° e minori di 37 o°. 

Si léccia la stessa costruzione del §. 38 mo . Sarà 




Il 

EN il coseno dell’ arco ÀE contenuto tra o* • 
90", GP il coseno dell’arco ABCG contenuto tra 
90” e 370°, ed HP il coseno dell* arco ÀBCDH 
contenuto tra 370* e 36 o". Ma la EN è uguale 
a QR, e la GP alia RO: e sono poi le rette 
QR , RO in opposte direzioni rispetto al centro 
R del cerchio. Dunque il coseno dell’arco AE, 
eh' è tra 37 o° e 36 o° o tra o° e 90° dev’ es- 
sere col segno contrario a quello del coseno del- 
P arco ABF, eh’ è maggiore di 90% e minore 
di 370* C. B. D. 

§. 3 a. Cor. /. Dunque assumendosi positivi 
i coseni degli archi , che sono tra o° e 90*; deb- 
bono aversi anche come positivi i coseni degli 
archi maggiori di 370® e minori di 36 o° : e con- 
verrà prendere negativamente i coseni di quegli 
archi , che sono compresi tr^ 90° e 370*. 

§. 33 . Cor. II. Si faccia la stessa costruzione 
del §. 3 o. Essendo uguali gli archi AE , AH , 
CF , CG ; saranno anche tra se uguali i com- 
plementi di essi BE, BF , DG , DH , e le per- 
pendicolari EN , FN , GP , HP menale dai punti 
E, F, G, H sul diametro BD dovranno pure 
pareggiarsi. Ma quelle perpendicolari sono i co- 
seni dei rispettivi archi AE , ABF , ABCG , ed 
ABCDH. Dunque sono uguali tra loro il co- 
seno di un arco minore del quadrante , il co- 
seno del suo supplemento , quello della semi- 
circonjerenza aumentata del medesimo arco , 
e quello dell intiera circonferenza diminuita 
dello stesso arco : ma il primo ed il quarto di 
tali coseni sono positivi , e ’J secondo e *1 terzo 
sono negativi ( §. 3a. ). 

- Rsen.o > 

5. 34 . Cor. III. Essendo tang. v= ■ — , 

cos.f 
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R.cos.p 
e cotang.p= 



1 3 



l’ è chiaro, che la tangente 



sen. 9 

e la cotangente di un arco debbano essere pò- 
sitive qualora hanno il segno stesso il seno e ’l 
coseno di esso arco. Ma nel primo quadrante il 
seno e ’l coseno sono ambedue positivi , e nel 
terzo sono ambedue negativi : ed hanno poi se- 
gni contrarii il seno e ’l coseno nel secondo e 
quarto quadrante. Dunque sono positive le* tan- 
genti e le cotangenti degli archi contenuti tra 
o° e 90% e tra 180® e 370® : e sono negative 
le tangenti e le cotangenti degli archi contenuti 
tra 90° e 180®, e tra 270° e 36 o“. 

§. 35 . Cor. IV. Nello stesso modo potrebbe 
rilevarsi , 1° che sieno positive le seganti degli 
archi contenuti tra o® e 90° e tra 370® e 36 o° , 
e negative quelle degli archi contenuti tra 90° 
e 370® : a® e che sieDO positive le cosegantì de- 
gli archi compresi tra o° e 180°, e negative quelle 
degli archi, che sono tra i8o° e 36 o®. 

§. 36 . Cor. V. Da quanto finora si è stabi- 
lito rilevasi , che un arco minore del quadrante, 
il supplemento di esso , la semicirconferenza au- 
mentata del medesimo arco , e l' intiera circon- 
ferenza diminuita dello stesso debbono avere uguali 
linee trigonometriche ; prescindendo però dai se- 
gni , che tali linee hanno nei diversi quadranti 
( §§. 39 e 3 a. ). Il perchè essendo noti i va- 
lori delle linee trigonometriche degli archi mi- 
nori di 90°; si potranno facilmente rilevare i 
valori di quelle degli altri archi maggiori di 90®. 

§. 37. Scol. E poiché dalle definizioni del 
seno e del coseno di un arco e dalle precedenti 
Proposizioni si rileva, che debba essere 
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aen. O 0= ft. ) f eos. ) 

teli. 90°= R. > a < C09 - 9 0°=0 \ 

sen. l80'=0. ( j cos.l?0°=— Ri 

seo. 270°=-R. ) l cos.270°=0 ) 



sarà pure ( §. 26. ) 



tang. 0"= h J?~(J, 

taog. W= R .~=:±<» (a), 

Ung. 180 — R -^= 0 , 

n ^ 

UDg.270 o ==-^-^=±a6 , 






) 



■ cot. tì°=5^=:+oi 4 
0 

cot. 90“=ÌL 0 =0, 

Il 

cot.l80°=5^=±«i 

& 

cot.270°= B j2=0. 

• -* 



E nello stesso modo si potrebbero determinate 
i valori delle seganti e delle coseganti nelle estre-, 
mila dei quattro quadranti. 

PROP. VI. TEOR. 

§. 33. Le linee trigonometriche degli archi 
di cerchi differenti , e che contengono lo stes- 
so numero di gradi e minuti sono come i raggi 
di essi cerchi. 

Col centro ( fig. 1.) C vertice di un qualun- 
que angolo rettilineo , e con differenti intervalli 
si descrivano tra i lati dello stesso angolo gli 
archi circolari BA, EF, e dai punti B ed E si 
menino le rette BH , EK perpendicolari ad AC, 
e pei punti A ed F si distendano le rette AG , 



(a) Qualora una grandezza li p oh* uguale a ab ti vuoi 
dinotare , eh» uta i infinita. ^ 

1 ' * 
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FM perpendicolari ad AC. Dovranno essere gli 
archi AB , FE dello stesso numero di gradi e 
minuti ( §. 5 ) : e di tali archi ne saranno le 
rette BH , EK i seni ; AG , FM le tangenti , 
e CG , CM le seganti. Per la somiglianza dei 
triangoli CBH, CEK dee stare CB : CE: :BH:EK: 
e per la somiglianza dei triangoli CGA , CMF 
alla ragione di CA a CF 1’ è uguale tanto quella 
di GA ad MF , che l’ altra di CG a CM. Dun- 
que i seni , le tangenti , e le seganti degli ar- 
chi AB , FE sono proporzionali ai raggi CB , CE 
dei cerchi , cui essi archi appartengono. Nello 
stesso modo potrà dimostrarsi , che i seni , le 
tangenti , e le seganti dei complementi degli 
archi AB , FE sieno proporzionali ai raggi CA, 
CF. Ma i seni , le tangenti , e le seganti dei 
complementi degli archi AB , FE sono rispetti- 
vamente coseni , cotangenti , e coseganti di essi 
archi. Dunque le linée trigonometriche ec. C.B.D. 

§. 39 . Cor. Dunque se i raggi di due cerchi 
ne sieno dinotati dai numeri m ed n ; le linee 
trigonometriche della stessa specie di due archi 
di essi cerchi , che contengono lo stesso numero 
di gradi e minuti , debbono esserne dinotate da 
numeri , che sono tra loro nella ragione di m : n. 

CAP. IIL 

1 • • il 

J»B ULk COSTRUZIONE DEL CANONE TRIGONOMETRICO. 

§. 4°' Def. XI. Il Canone trigonometrico 
è una tavola , ove per gli archi minori del qua- 
drante ed espressi in gradi e minuti vi sono esi- 
biti i logaritmi volgari dei numeri, che ne di- 
notano le linee trigonometriche di essi archi , 




i6 

posto il raggio del cérchio uguale a toooooooooo. 
£ queslo registro di logaritmi suol dirsi Tàvo- 
la logaritmica dei seni. 

§. 41. Cor. Essendo ciascun grado di 6o’, 
ed ogni minuto primo! contenendo 6ò"; il qua- 
drante , eh' è di go°, dovrà contenere 3 a 4 °oo'\ 
Dunque debbono essere 3 a 4 ooo quegli archi 
che da zero fino a go° Vanno successivamente 
crescendo di i". Or poiché i logaritmi delle li- 
nee trigonometriche di archi compresi tra due , 
che rtod differiscono tra loro per piu di io", e 
di cui ciascuno non è minore di 4% crescono 0 
diminuiscono a un di pressò Come crescono gli 
archi , purché que* logaritmi si computino fino 
alla settima cifra decimale ; per tal ragióne nelle 
tavole logaritmiche de' seni, óve i logaritmi sono 
approssimati fino siila settima cifra decimale * 
come in quelle del Gardiner , il primo arco 4 
di cui vengono esibiti i logaritmi dei seni è dèlie 
tangenti, é di i”, il secondo di a’ 1 , il terzo di 
3 ", ec. fino all' arco di 4 ° • “a oltrepassati i 
4“ pongonsi i logaritmi delle linee trigonometri- 
che degli archi , che da 4° f‘ no a 90° vanno suc- 
cessivamente crescendo di io". 

§. 4 a. Scol. 11 canone trigonometrico dislin- 
guesi in artificiale o logaritmico , ed in natu- 
rale 0 lineare. L’artificiale è il quassù definito : 
e *1 naturale esibisce i valori numerici delie linee 
trigonometriche degli archi , che da zero fino a 
90° vanno successivamente crescendo di 1', po- 
sto il raggio del cerchio uguale ad 1. 



1 
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$. 43 * Il coseno di un qualunque arco è 
la radice quadrata della differenza tra i qua- 
drati del raggio e del seno di esso arco . 

L' arco circolare ( fig. 5 ) AC ha per seno la 
perpendicolare CD , che dall’estremo C di esso 
si abbassa sul raggio EA disteso per l’altro estre- 
mo , t le stesso arco ha per coseno la perpen- 
dicolare CF menata dal suo estremò sul raggio 
EB disteso per 1 * estremo B del quadrante AB. 
Dunque sono retti tre angoli del quadrilatero 
EFCD ; e perciò questo dev’ essere un rettango- 
lo. Il perchè dev’ essere CF uguale ad ED ( 34 , 
El. 1 ). Ma il quadrato di ED adegua ( 47 El. 
1 ) la differenza de’ quadrati di EC e di CD. 
Dunque se con 9 si dinoti l’ arco AC, e con R 
il raggio EA del cerchio ACB ; si avrà 

cos.*~V(R* — sen.V ). . . . C. B. D. 

44 ’ Cor . I. Sia 1 arco AC di 3 o*, il com- 
plemento BC di esso dovrà essere di 6o\ e di 
6o° sarà ( §. 7. ) pure l’ angolo BEC. Onde i 
due angoli EBC, ECB insieme dovranno pareg- 
giare 120 0 . Ma per esserne EC uguale ad EB 
questi angoli sono tra se uguali. Dunque ciascuno 
di essi dev’essere di 6o°, e con ciò uguale al- 
r angolo BEC. Il perchè la corda BC dell’arco 
di 60® dee pareggiare il raggio EC. E quindi i 
due triangoli EFC, BFC , che hanno le condi- 
zioni della Prop. XXVI El. I, avranno pure 
uguali i lati EF , FB. Il perchè dovrà essere 
la EF , o la sua uguale CD metà del raggio EC. 
Vale a dire, che il seno deW arco di 3 o“ ade- 
gua la metà del raggio. 



i 8 

§. 45. Cor. II. Dunque ( $. 43. ) dev’ esser» 
’ cos.3o°~yJ ^R*— ~ T* ’ 0 ( $• Ia0< 

bis. Alg. ) sia cos. 3o» \ / 3 . E ponendo il 

valore del raggio ( $. 4° ) » e d eslraendo la ra- 
dice quadrata da 3 , si avrà 

tos.3o°ri:866oa54o37 l 8443835795 

PROP. Fili. TEOR. 

46 . Il seno della somma di due archi 
adegua la somma dei prodotti , che si otten - 
' gono multiplicando il seno di ciascuno di essi 
archi pel coseno dell" altro diviso pel raggio. 

E ’l seno della differenza di due archi è poi 
uguale alla differenza di quei medesimi prodotti. 

Rappresentino {fig. 6 ) AB, BE gli archi pro- 
posti , di cui BO ed EF ne sieno i seni , ed 
OC e CF i' coseni. Si prolunghi la EF insino 
al punto D , e dai punti E, F, e D si menino 
le rette EK , FN , DL perpendicolari alla CA, 
e dai punti D ed F si abbassino le rette DH , 
FG perpendicolari alla EK. Sarà 1’ arco BE uguale 
all’ altro BD , ed AD dovrà essere la differenza 
degli archi AB , BE. 

Ciò premesso. Si ponga 1’ arco AB=d, e l’al- 
tro BE=*. Sarà l’arco ABE=0+* , e l’altro 
AD— 0 — $ : e dovrà essere BO=sen<0 , EF=sen. 
p , CO=cos.0, CF=cos.f , EK=sen.(fl+*) eDL 
sen.(6—p). 

Or essendo simili i triangoli CBO , CFN , dee 
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stare CB : BO :: CF : FN ; cioè R : sen.0:;cos y. 

FN=- - n '^ C09 '* . Ma per essere 1’ angolo retto CFE 

uguale ai due CFN , FCN insieme presi , e l’an- 
golo CFG uguale al suo alterno FCN ; ancora 
T angolo EFG pareggia 1’ altro CFN , o il suo 
uguale CBO. E quindi i due triangoli CBO , FGE, 
che hanno retti gli angoli in O e G , ed uguali 
gli altri CBO , EFG, devono essere eziandio si- 
mili. Onde 'dovrà stare CB : CO::EF:EG ; cioè 

R : cos.Q::sen.p :EG= 9 — ^' C ° 3 'd . Il perchè do- 

R 

▼ranno essere le due FN , ed EG insieme , o 
sia la EK , cioè 

. sen.0.coso+sen. o .cos.0 . v - 

sen.(fl+^ = 23 2 (i). 

In oltre , essendo EFrrFD , ed EF : FD::EG : 
GH ; dev’ essere pure EG=GH , ed HK. , o sia 
DL sarà quanto GK — GE ; cioè dovrà essere 

/a w seo.fl.cos.p— sen.p.cos.fl , . 

sen.(0— •?) i . (a) . . 

C. B. D. 

$. 47* Cor. /. Sia n un qualunque numero 
iutiero, e 1* arco «9 adegui fl. Sarà fl-{-p:=n9+t 
=(n+i)p, e 0 — 9=(n — 1 ) 9 . 11 perchè dovendo 
essere ( §. 46 . ) 

. sen.nfcos.p+sen.pcos.n* 

' it 

, . sen./?pcos 8 — sen.9cos.nt 

v ; R 



» 




ao • 

cara la somma dei due primi membri d* queste 
equazioni uguale a quella dei secondi; cioè do- 
vrà essere 

sen .(/» + 1 +sen.(w— i )»= 3sen » 

e quindi si avrà 

sen.(/i+ 1 )p= aScn * n ^^^-* — sen.(n— i)v 

Onde se n si faccia uguale ad i ; si ha n— i 
— o , sen.(n — i )*=<>, e 



sen.av 



usen.M.cos.n 
»— r • 

R 



E ponendo n successivamente uguale a a,3, 
4 , ec. si otterranno le seguenti equazioni 

o 3sen.3«cos.® « 

sen.3v= sen.v. 

• R 

sen^9=^!L!Lf2Ì?-sen. 3 , 

R 

sen. 5*=: ^-4^_ se n.3 f , 

R 

ec. 

' 1 

§. 48. Cor. II. Sia l’arco fl di 6o°. Sarà 

( S- 44* ) C0S - fl=:: 7 » e *’ eq“ alioni (0 e ( 3 ) della 

precedente Proposizione si dovranno trasformare 
nelle seguenti 

._sen.6o®cos. f sen.„ 
sen.(6o +p)~ - + — » 

, *v sen-6o“cos a sen .a 
e sen.(6o — *)= — — 



E sottraendo il primo membro della seconda di 
queste equazioni dal primo membro della prima, 
e ’l secondo membro della seconda dal secondo 
della prima , si avrà 

sen.(6o°+p) — sen.(6o° — p)=rsen.p 

e sen.(6o°+p)™sen.?-hsen.(6o° — p) 

Dunque il seno di un arco maggiore di 60“ 
adegua il seno delC eccesso di esso arco so- 
pra 6o° aggiuntovi il seno delt arco , cK è dif- 
ferenza tra 6o° e'I detto eccesso. 

§• 49 - Cor. 111 . Si ponga l’arco *= 0 +p, e 
1 arco fi^zQ—p. Sarà , ed a — ; 

cioè d - 1 e . Onde se nelle equazioni 



CO e (0 s * facciano le convenevoli riduzioni v 
ne dovrà risultare 




e sommando di queste due equazioni i primi 
membri tra loro , ed i secondi tra loro , si avrà 



2 sen.(^Ìi?) cos.(*=f) 
•en-a+sen./? = ? 2 , 

a 

e prendendo la differenza dei primi e dei secondi 
membri delle medesime equazioni , si avrà 
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2ien.(*~Q cos.(l+£) 

sen.at — seo.flrr 2 % 

R * 

■ Dunque la somma dei seni di due archi 
adegua il doppio prodotto del seno della se- 
misomma pel coseno della semidifferenza di 
essi archi diviso pel raggio ; II. La differenza 
dei seni di due archi pareggia il doppio pro- 
dotto del seno della semidifferenza pel coseno 
della semisomma dei medesimi archi diviso pel 
raggio. 

§• So. Cor. IV , Il perchè dovrà stare seq*» 
+sen.£ : sen.« — sen. fi :;sen. (iì^)cos.C^0 ; 

a 2 




e multiplicando i termini delta seconda ragione 

-i* • R 

di questa analogia per x * 

b P ' co*.(t±£) cos.(tz£) 

2 2 

ne dovrà risultare 



R.sen.(?±*) 



sen.«+sen.£; sen.« — ien./?n* 



co» 



,C±£)' 



R.sen. 

2 

* (wy ovvcro ( $* ) 

COSA- -J 

2 



*3 



*en. « +sen -fi : sen. a — sen./r :: tang 




(zi). • ■ 

iz 

Dunque la somma dei seni di due archi 
sta alla differenza di essi come la tangente 
della semisomma di quegli archi alla tangente 
della semidifferenza di essi. 

PROP. IX. TEOR. 



5 . 5r. Il coseno della somma di due archi 
adegua la differenza tra 7 prodotto dei coseni 
e quello dei seni divisa pel raggio. 

E'I coseno della differenza di due archi è 
uguale somma del prodotto dei coseni , e di 
quello dei seni divisa pel raggio. 

Si faccia la costruzione della Proposizione pre- 
cedente. Sarà CK il coseno della somma degli 
archi AB , BE , e CL il coseno della differenza 
de' medesimi archi. Onde facendo le stesse in- 
dicazioni della Prop. prec., sarà CK=cos.(6+p), 
e CL=cos.(6 — 9 ). Or essendo simili i triangoli 

CBO , CFN , dee stare CB : CO :: CF : CN , e 

cos.Ocos.p 

nei simboli si ha Rrcos.oitcos.p: CN“ — * 

Ma lo stesso triangolo CBO è simile all’ altro 
EFG , come si è dimostrato nella Prop. prec. 
Dunque dee stare CB: BO::EF ; FG , e nei sim- 

sen.O. sen.p f| 

boli si ha R : sen.o:: sen. 9 : FG= • H 

IX 

perchè essendo CK = CN — FG=cos.(S-f'*) f e CL= 
CW+FG=cos.(6 — 9); sarà pure 



\ 



a 4 \ 

cos.(fl •*-^)~ COg ' 0cog -»~“"- QfteB » , 

R 

e cos.(fl- y ) == c Ì^!^^ D : 0geo ». . . C.B.D. 

R 

5 - 5 a. Cor. I. Sia l’arco 0=,,. Sarà &+ p —2 P , 
cos.fl cos.^=cos.> y e sen.0 sen.*=sen.*p ; e quindi 
«lev’ essere 



C0S.2P 



cos.'f — sen.’^ 

R ‘ 



Ma è poi 

R*=sen. , p q.cos..f 

e con ciò R= ^ n - , » +cog - , P 
R 

Dunque dev’essere 

R+cos. 2 *=^>, edR— cos. 2 ,=?f^> 

E risolvendo queste due ultime equazioni per 
determinarvi i valori di cós.p e sen . p pel raggio 
e’1 coseno dell’ arco doppio di 9 , si avrà 



cos.*= 



e sen. 



yj ^ R’-f Rcos.y ^ 
//R* — Rcos.^n 

= V C * ) 



§• 53. Cor. II. Essendo sen . a »= 2 —. n ’ . f c - °? ' * 

R 

( S*47>) » e d R* — Rcos.2®~3 sen.’* ; dovrà esse- 



.. sen.Sp sen.pcos.p cot.p o sen.2p cot.p 

R’ — Rcos.2f Rsen.’p R» ’’ C R— cos.2* R 

S- 54 . Cor. III.. la ciascuna delle due ultia 
me equazioni del Teorema precedente si pong> 



if 
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6+9 — e 0 — 9— fi. Sarà 6 



'-“t t, e 9 =ZZ* 
2 2 



quindi quelle due equazioni si trasformeranno 
nelle seguenti 



cos 



cos.«=:_ 



2 2t ù 



R 



e cos./?:: 



cos. 



(*+£) c „ 0=9 +»«».t+£)„ n C=f) 



sen. 



! R 

Il perchè dovrà essere 

2009.(1+^) C09.(fn£) 

cos .* + cos .fi — 2 a 

R 

2seD.(*+£) seo.(^zf) 



e cos./? — cos. 



R 



(3), 



C4) 



Dunque I. la somma dei coseni di due ar- 
chi pareggia il doppio prodotto del coseno della 
semisomma di essi archi pel coseno della se- 
midifferenza diviso pel raggio : II. La differen- 
za dei coseni di due archi pareggia il doppio 
prodotto del seno della semisomma pel seno 
della semidifferenza diviso pel raggio. 

§• 55. Cor. 1F . Essendo ( §. 49 - ) 



sen.*+sen.£= 



e sen.*— sen./?— 



. Cifuteo 

2sen. 2 2 

’ ÌT 

, (:rO«o».(:±£> 

2sen. 2 2 



R 



■ . • • ( 5 ) , 

• (E); 



3 
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1’^ «chiaro, che se il primo membro dell’ equa- 
zione (5) dividasi pel primo membro dell’ equa- 
zione (3) , e ’l secondo pel secondo , ne dovrà 
risultare 



sen.à+ser./? 

COS-a-f-COS./?" 

Pf A • *•'; 



sen. («±0 tang.(f+£) 
2 2 



cos.(iÌ£) 

2 



R 



* » v v * ^ • 

è se dividasi il primo membro dell’ equazio- 
ne (6) pel primo membro dell’ equazione (3), 
, e ’l secondo pel secondo , si dovrà avere 



, (f. . . . sen .Qt £) tang/f £) > - 

sOn.ec — sen./? 2 . 2 

cos.a+cos./? ~~ 5 " • 

-y a- ■ • 

Dunque /a somma de' seni di due archi divisa 
per quella dei coseni pareggia la tangente 
della semisomma de' medesimi archi divisa pel 
raggio ; e la differenza de ’ seni di due ar-chi 
divisa per la somma dei coseni degli archi 
stessi pareggia la tangente della semidifferenza 
di quegli archi divisa pel raggio. 



§. 56. Cor. V. Essendo ( §. 47- ) 

2sen.(?±£-)co8. <*ìf) 

sen .(«+£)= . . . (7) , 

se il primo membro dell’ equazione (5) s; divida 
pel primo membro dell’ equazione ( 2 ), e ’l se- 
condo di quella pel secondo di questa , "si avrà 



a 7 

cos.«z£ , ' - 

geo.ct+sen./? 2 '' i„ . . 

8en.(«+/J) ~~ «+> > : 

‘ 2 

* , * f ' **• * " " 

e se ii primo membro dell’ equazione (6) si di- : 
vida pel primo membro dell' equazione (7), e ’1 
secondo pel secondo , ne dovrà risultare 

seo. (flÉ) v - 
Ben.* — sen./? 2 ■ ‘ .. ‘ ; 

sea.[*+0) aon ( *+£ )’ 

2 - 



Dunque I. La somma de' seni di due archi 
divisa pel seno della somma di essi archi pa- 
reggia il coseno della semidifferenza diviso 
pel coseno della semisomma degli archi stessi. 
II. La differenza de' seni di due archi divisa 
pél seno della somma di essi pareggia il seno 
della semidifferenza divisa pel seno della, se- , 
misomma de' medesimi archi. 

§. 5 7. Corf VI. In oltre, essendo ( J. 26. } 



tan g-(0+p)— 

t 



Rsen.( 0 +*>) 

cos.(0+?») 



» 



dev’essere pure 



, Rsen.0cos.p+Rsen.f>cos.0 
tang.(0+^)=^ . 

cos.vcos.* — sen.oseu.P 



e moltiplicando il numeratore e ’l denominat ore 
del bratto , eh’ è nel secondo membro , per 
R* 

ne dovrà risultare , 

COS.0COS.9 



1 
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l,n e /a+»)— 1 g-lang.8+H-l»-g., .... (8) . 

R’ — tang.Slaog.p ~ 

Similmente si potrà dimostrare , che sia 

ìx +Umg,0|ang.p ; 

§• 58. Cor. VII. Il perchè se nell’ equazio- 
ne (8) si ponga 0=p , si avrà 



tang.sp 



_ aR'tang.,, 



R 1 — tang.'p 

. i * *\ . • * \ ' ' * • 

PROP. X. PROBI. 



§• 5g. Determinare il seno dell arco di io". 
Sol. Nelle due ultime equazioni del §. 5a si 
ponga 1’ arco di 3o° per i<p } e con ciò quello 
di i5“ per <p. Dovrà essere 

sen.i5 0 --^( R ! '-^os- 8 ^ . ‘ •' - 

e cos. ^R-+Rros.3o° ^ 

Ma sono noti i secondi membri di queste due 
equazioni ( §. 45. )• Dunque debbono essere 
noti eziandio i primi. Or se pongasi 29~i5°, 
si avrà 9—j°.3o\ e ( §. 5a. ) 

o 2 i_* //R’ — Rcos.i5°\ 
sen.7 0 .3o’=Y J, 

o i •_« //R*+Rcos-i5 ,, \ 
e cos.7 0 .3o~Y^__Z_ J, 




t . ... 2 9 

e da queste due ultime equazioni si otterranno 

i valori del seno e del coseno di j°. 3 o Nello 
stesso modo procedendo si potranno determinare 
i seni ed i coseni degli archi , che sono rispet- 
tivamente la metà , la quarta parte , l’ottava 
parte ec. di 7 °. 3 o' , come osservasi nell’ equa- 
zioni quaggiù rapportate. Ma da queste equa- 
zioni si rileva , che i seni sono proporzionali agli 
archi, quando questi sono picciolissimi. Dunque 
se facciasi 1 ’ arco di 6' 1 , 59x796875 all’ altro di 
io 1 ' come il seno di quello ad un quarto ; que- 
sto dovrà dinotarne il seno di io 11 . C. £. F. 




3o 






seD.15°=2588190451, 025210410 
eoa . 15 u =9659258262, 890682119 , 

seD.7°.30'=1305261922, 2005173491 
eo*.7 0 30'=9914448613, 7381039227 : . ,, . 

: seo.3°45'=65403l292, 30143113131 

cos.3°45'=9978589232, 3860350201 
een . 1°.52'. 30"=327 1 90828 ,2177617819 
cos.l°.52'.30"=9994645874, 7636564325 
•en.56'.15"=1636l73l6,2648679936 
eos.56'. 15"=9998661 379,0956178256 
sen.28', 7", 6=8181 1396,0391269559 
coa.V&.'ì", 5=9999665339, 1740H0338 • i 

seD.14'.3", 75=40906040, 2023479434 
cos.14',3", 75=9999916334, 44305603 75 
seD.7'.l", 875=20453062, 9667004277 
cos .7'. 1" ,875=9999979083 , 588889 1966 
«en.3',30", 9375=10226536, 8309128477 
cos.3'.30", 9375=9999994770, 89585517264 
sen.l'.45", 46875=5113269, 0838578796 
cos. l'.45",46875=9999998692, 72337834 45 
seo.52", 734375=2556635, 0948615056 
cos.52", 734375=9999999673 , 1808392455 
seD.26", 3671875=1278317, 5676499561 
cos.26", 3671875=9999999918,2952094771 

sen. 13", 18359375=639158,7851344139 
cos.13", 18359375=9999999979, 5738023484 

seo. 6», 591796875=319579,3927305076 

sen.lO" =484813,7748769808 

§. 6o. Cor. Essendo noto per lo Probi, prec. 
il seno dell’ arco di io* 1 coll’ approssimazione fino 
alla quarta cifra decimale ; si potrà determinare 
con pari esattezza il valore di coS-io’ 1 , che ade- 
gua Vr> — sen’10". 
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PROP. XI. PROBI. 



§• 6 1. Supposto che il raggio del cerchio 
ugKflfe a i oooooooooo ; uopo è coll’ appros- 
simamento alle parti millesime determinare i 
valori numerici dei seni degli archi , che da 
o° & 99° vanno successivamente crescendo 

di IO M . 

' * ' I i > t . . 

Sol. Nell’ equazione ( §. 47* ) 

'■ \ asen.w.cos.» , . 

sen . (n + 1 r ? — sen ,(n — i )* 

si ponga per t> 1 ’ arco di io"; quindi è che la 
medesima si trasformerà in quest’ altra 

*en.(n+i)io ,, ~ g!en.n.io’>.co S .io" 

R 

— sen.(n — i)io n .... (io). 

Dunque se pongasi «=i , si avrà 

i» asen.io ,, cos.io" 

sen.ao” . 

E 



Ma dalla Prop. prec. e dal Cor. della stessa si 
possono determinare i valori di sen. io" e cos. 
io” coll'approssimazione fino alla quarta cifra 
decimale. Dun^up <;oH’ approssimamento medesi- 
mo si avrà da quest’ ultima equazione il valore 
di sen. ao". Similmente ponendo n =2 nell’equa- 
zione (io) si avrà 

o H 3sen.ao ,, cos.I'o ,, _ ,, 

sen. 3 o"= 4 — senuo ", 

R * 

e ponendo n“ 3 , ne risulterà 

• / ^ .ll_asen.3o”cos.IO ,, „ „ 

sen. 40 — sen. 20 ". 

1 • • D 

/ . t : 1 * : a . . . * : . . t 

Così potranno ancora determinarsi i seni degli 




3 a 

archi 5 o",i\ i’.io", ec. fino a quello di 6 o°. Ma 
essendo ( §. 48. ) 

sen.(6o°+^)=sen.?+sen. (600—9) j 
sarà cosa facile il determinare i seni degli archi, 
che da 6o° fino a 90° vanno successivamente 
crescendo di io". C. B. D. 

§. 62. Cor. I. Essendo il seno di un arco 
uguale al coseno del complemento di esso ; 1* è 
chiaro , che dalla Prop. prec. ne restano deter- 
minati i coseni degli archi , che da go° fino a 
o° vanno successivamente decrescendo di io". 

§. 63 . Cor. II. E poiché nel §. 59 sono stati 
determinati i valori numerici del seno e del co- 
seno di «7'. 1 ",875 , e per mezzo della Prop. 
prec. ne restano parimente determinati i valori 
numerici del seno e del coseno di 7'; è chiaro, 
che con tali risullamenti si possa in facil modo 
determinare il valore numerico dell’ espressione 

sen.7'.i ,, ,875 cosV — sen.7'cos.7 , .i”,875 

R ». 

che adegua sen.^'. i", 875 — 7’), cioè sen.i”, 
87 5 . Il perchè se facciasi i'\ 8 , j 5 :i"::sen.i" ì 8 'j 5 
al quarto proporzionale ; questo dovrà dinotarne 
il seno di 1", per mezzo del q'uaie si potrà poi 
determinare il coseno dell’ arco di 1". 

§. 64. Cor. III. In oltre , essendo noti i va- 
lori del seno e del coseno di i" ; sarà facile de- 
terminare i valorf numerici dei seni e dei cose- 
ni degli archi , che da i" fino a 4° vanno suc- 
cessivamente crescendo di 1" ( §. 47 )• 

§. 65 . Cor. IV. Dunque ritrovando i log- mi 
corrispondenti ai valori numerici dei seni e dei 
coseni degli archi indicati nei §§. prec. , e poi 
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dalla somma del log-mo io del raggÌQ R e del- 
l’altro del seno di un arco togliendo il logarit- 
mo del coseno dello stesso arco ; si avrà il lo- 
garitmo della tangente di questo arco medesimo. 
In simil guisa si dovrà operare per determinare i 
logaritmi delle tangenti degli altri archi. M* le 
tangenti di tali archi sono rispettivamente le co- 
tangenti dei complementi di essi ( §. 21 ). Dun- 
que per mezzo delle laboriose operazioni finora 
indicate si perviene a costruire il canone trigo- 
nometrico artificiale , o sia la tavola logaritmica 
dei seni. 



CAP. IV. 

RRINCIP1I DE* QUALI ABBISOGNANO LE RISOLUZIONI 
de' TRIANGOLI RETTILINEI. 

PROP. XI I. TEOR. 

$. 66. la ogni triangolo rettangolo il rag- 
gio trigonometrico sta al seno di uno degli 
angoli acuti , come l' ipotenusa al lato , che 
sottende lo stesso angolo. E ’l coseno di uno 
degli angoli acuti sta al raggio trigonome- 
trico , come il lato adiacente ad esso angolo 
sta al! ipotenusa. 

Sia ( fig . 7.) ABC un triangolo , che abbia 
retto 1 ’ angolo BAC , dico , i° che debba stare 
il raggio trigonometrico al seno dell’ angolo 
ABC, come l’ ipotenusa BC al lato AC opposto 
al medesimo angolo ABC ; 2 0 e che stia il co- 
seno dell’ angolo ABC al raggio trigonometrico 
come il lato AB adjàcente allo stesso angolo 
all’ ipotenusa BC. 
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Col centro B e coll’ intervallo il raggio tri- 
gonometrico BD si descriva tra i lati dell’angolo 
ABC l’ arco circolare DE , e dal punto E si 
meni sulla BA la perpendicolare EF. Sarà EF 
il seno dell’ angolo ABC , e BF ne sarà il co- 
senp. 

Or , a cagione de’ triangoli simili BEF,BCA, 
sta BE:EF::BC:CA , e BF:BE::BA:BC ; cioè 
R:sen.B::BC:CA , e cos.B:R::BÀ:BC. Dunque 
in ogni triangolo rettangolo cc. C.B..D. 

PROP. XIII. TEOR. 

5 - 67. In ogni triangolo rettangolo sta il 
faggio trigonometrico alla tangente di uno 
degli angoli acuti , come il lato adjacente 
a tale angolo al lato , che lo sottende. 

Col centro B vertice di uno degli angoli a- 
cuti del triangolo rettangolo BAG , e col raggio 
trigonometrico BD si descriva tra i lati di esso 
augolo l’arco circolare DE , e dal punto D si 
elevi alla BA la perpendicolare DG , che ne in- 
contri 1 ’ ipotenusa BC del proposto triangolo 
nel punto G. Sarà DG la tangente dell’ angolo 
ABC : e per la somiglianza de’ triangoli BDG , 
ABC dee stare BD:DG::BA:AG ; cioè R: lang. 
ABC::AB:AC. C.B.D. 

PROP. XIV. TEOR. 

68. In ogni triangolo i lati sono come 
i seni degli angoli ad essi opposti. 

Sia ( jìg . 8.) ABC un qualunque triangolo ; 
dico , che stia BC : BA :: sen.BAC:sen.BCA , e 
BA;AC::sen.BCA;seu.ABC. 
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Cas. 1 . Dal vertice B di uno degli angoli 
del proposto triangolo si meni sul lato opposto 
AG la perpendicolare BD , la quale cada pri- 
mieramente dentro del triangolo. Dovrà stare 
(§. 66.) sen.A;R::BD:BA , e R:sen.C;:BC:BD. 
Dunque le tre grandezze sen.A , R , e sen.C sono 
in proporzione perturbata colle altre treBC, BD, 
e BA ; e quiudi per equalità si avrà sen.A:sen. 
C::BC:BA. 

Cas. II. Che se poi la perpendicolare BD 
cada fuori del triangolo ABE ; in tal caso dee 
stare pure sen. A: R::BD : BA , ed R: sen. BED 
:: BE : BD (§. 66.). Onde per equalità pertur- 
bata si avrà sen. A : sen. BED :: BE : BA. Ma 
il seno dell’ angolo BED adegua quello del sup- 
plemento di esso angolo , cioè di BEA. Dun- 
que dee stare sen. BAE : sen BEA :: BE : BA. 
IN elio stesso modo potrà dimostrarsi , che stia 
BA : AE :: sen. BEA : sén. ABE. E perciò in 
ogni triangolo ec. C. B. D, 

PROP f . XF. TE OR. 

§ 69. In ogni triangolo la, somma di duo 
lati sta alla differenza di essi , come la tan- 
gente della semisomma degli angoli opposti 
ai medesimi lati alla tangente della semidif- 
ferenza degli stessi angoli. 

Sia ABC un qualunque triangolo ; dico , che 
la somma di due lati AC, AB di esso stia alla 
differenza tra aC ed AB come la tangente del- 
la metà della somma dei due angoli ABC, ACB 
opposti a que’ lati alla tangente della metà della 
differenza de’ medesimi angoli. 

E poiché (j§. 68.) sta AC : AB sen. ABC : 
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sen.ACB; sarà componendo AC + AB : AB :: sen. 
ABC + sen.ACB:sen.ACB; e dividendo i termini 
della prima analogia, si avrà AC — AB ; AB 
sen. ABC — sen. ACB .-sen. ACB , ed inverten- 
do dovrà risultarne AB : AC — AB :: sen. ACB 
: sen. ABC — sen.ACB. Dunque le grandezze 
AC + AB, AB, ed AC — AB sono in propor- 
zione ordinata colle altre sen. ABC + sen. ACB, 
sen. ACB , e sen. ABC — sen. ACB. E quindi, 
per equalità ordinata , dee stare 

AC-f-AB:AC— AB::senABC.+seD.ACB:sen.ABC — sen.ACB. 

Ma ($. 5o.) la ragione di sen. ABC + sen.ACB 
: sen. ABC — sen.ACB adegua quella di 

. /ABC + ACB \ , /ABC— ACB\ ^ 
tang.f 1 : tang. f y Dun- 

que dee stare pure 

AC + AB : AC — AB :: tang. ^ ABC+ACB ^ . 
tang ( AEC ^). C. B. D. 

PROP. XVI. TEOR. 

5 . 70 . In ogni triangolo il doppio rettan- 
golo contenuto da due lati sta alla somma 
de' quadrati di questi diminuita del quadrato 
del rimanente lato , , come il raggio trigono- 
metrico al coseno deli ’ angolo compreso dai 
primi due lati. 

Cioè nel triangolo BAC dee stare ( fig. 8 e g.) 
aABXAC : BA*+AC’-BC’::R : cos. BAC. 
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Cas. I. Sia in primo luogo acuto l’angolo 
\-fiS- 8 ) BAC , e dal vertice B di uno degli 
altri due angoli del proposto triangolo si meni 
sul lato opposto AC la perpendicolare BD. Do- 
vrà essere ( i 3 El. IL) 

BC’=AB’+AC*-2ACXAD. 

Ma nel triangolo BDA rettangolo in D (§ 66) 

sta R ; cos. BAD :: BA : AD. Dunque dey’ esse- 

rp in BA cos. BAD 

re AL» — , e con ciò 

R 

BC’^AB-fAC’-aAC. BA cos - BAD 

* 

E quindi ne risulta 

cos. Bir- RfAB-t AC'-BO ) 

11 u- . mbxac 

Il perche dee stare 

2 AB X AC : AB’-^AC’-BC* R : cos. BAC. 

Cas. II. Suppongasi in secondo luogo , che 
1 . angolo BAC sia ( Jìg . 9) ottuso, e dal ver- 
tice B di uno de’ rimanenti angoli si meni sul 
lato opposto AC la perpendicolare BD. Sarà 
( 12 El. li. ) BC^AB’+AC’ + aACXAD. 

Ma dal triangolo BAD rettangolo in D si ha 

( §. 66. ) AD = BWB^ 5ed ^ ppi ^p i .) 

cos. BAD^n — cos. BAC. Dunque dev’ essere pure 

BAcos.BAC . 
al» ; e quindi 

BC , =AB , +AC , ^. 3ACxABcosBAG . 
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dalla quale equazione sì ottiene 

cBAC - «(AB-W-Bg ) .. , (|l) 

aABXAC 

Il perché dee stare 

2 ACXAB:AB*+AC’-BCV.R:cos.BAC. C.B.D. 



§. 'ji. Cor. I. Se a ciasqun membro dell’e- 
quazione (n) vi si aggiunga il ra gg'° trigono- 
metrico R , si ottiene 



R+cos.BAC=. 



R.(AB*+AO — BC‘) 

àABX AC ‘ 



q-R , 



ovvero 

K+ -... f - R(^ , +AC- +3 ABxAC-BC- > 

aAb* AC 

Ma nel §. Sa si è dimostrato , che R+cos.a? 

adegua 2C0S ~ ^ t e d è poi 4^’+-A-C’+ 2 AB XAC 

==(AB+AC)\ come vien dimostrato uella Prop. 
4- El. II. Dunque dev’ essere 

2 cos.’7BAC _R ( (AB+AC)*— BC*) 

iti aABxAC ’ 

, R*(( AB+AC)* — BC’) 

e COS.*aBAC== 4ABXAC 

Or poiché ( 5. El. II. ) il rettangolo contenuto 
dalla somma e dalla differenza di due rette ade- 
gua la differenza de’ quadrati di quelle stesse 
rette; perciò dev’essere (AB+AG)’— wBC’—^B 
+AC+BC) (AB+AC— BC) , e 

COs/a BAC=*!I 
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//[ÀB+AC+BC)(AB+AC-BC)\ 
cos. a BAC- - yj ( XbxIg ; • 

§. 73. Cor. II. Dal raggio trigonometrico R 
si tolga ora il primo ed ora il secondo membro 
dell’equazione (n); ne dovrà risultare 

R-oo,.BAC=R- R i AB,+AC ‘- £^, 

aACXAB 

ovvero 

n — . R(BC* (AB*+AC aACXAB)) 

aACxAB 

*1 

, _ . v \ 1 2scn. a BAC 

Ma R— cos.BAC (§. 5 a.) adegua . , 

ed è poi ( 7. El. II. ) AB’+AC — 2 AC X AB 
=(AB — AC)*. Dunque dev’essere 

asen .4 BAC R(BC* — (AB — AC)* ' ) 

H ' -jACxAb 

E quindi si ha 

A. „ » ^_R* /CBC — fAB— AC)*) ^ 

sen.’a BAC— __ 1 — — — 1 , 

4 \ ACXAU / 



0 sia 
sen 



.1 R* (BC+AC— ABYBC+AB— AC) 4 

.’a BAC — __ . „ . K * "*■"* ' 

4 AC* AB 



e sen.7 BAC= 



R a /ABC+AC--AB)(BC+AB -AC) V 
2 V \ ■ AC* AB / 
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DELLA RISOLUZIONE DE' TRIANGOLI RETTILINEI. 

PROP. XVII. PROBL. 

§. 7 3 . In un triangolo rettangolo diasi un 
lato , ed un' altra parte ad arbitrio ; deter- 
minare le rimanenti parti. 

Cas. I. Nel triangolo ( Jìg. 7. ) BAC ret- 
tangolo in A sieno dati i lati AB , AG , che 
comprendono l’angolo retto; fa d’uopo deter- 
minare gli angoli B e C , e l’ ipotenusa BC. 

Si faccia BA:ACGR:tang.ABC. Da questa pro- 
porzione si renderà nota ( §. 67. ) la tangente 
dell’ angolo ABC ; e per mezzo delle tavole lo- 
garitmiche dei seni si determinerà 1 ’ angolo ABC. 
E quindi resterà determinato 1’ angolo BCA , 
che di ABC u’fr complemento. In olire , se fac- 
ciasi cos.B:R:;BA:BC; si farà noto ( §. 66. ) il 
valore di BG, che potrà eziandio determinarsi 
prendendo la somma dei quadrati di AB e di 
AC , e di -poi da tale somma estraendo la radi- 
ce quadrata ; questa radice ne dinoterà il valo- 
re di BC , che sarà esalta, se la somma di quei 
due quadrati sia parimente un quadrato. 

Cas. II. Sieno dati in secondo luogo il lato 
BC , che è opposto all’ angolo retto A , ed il 
lato AB. Per determinare 1 ’ angolo B dovrà far- 
si BC:BA::R:cos.B: e di qui si farà pur noto 
l’angolo C. In oltre, si potrà determinare il 
lato CA indipendentemente dall 7 angolo B me- 
diante 1 ’ equazione AC=V(BC’ — AB ! ) , di cui il 
secondo membro potrà calcolarsi per mezzo dei 
logaritmi ponendolo sotto la forma V( (BC+AB) 
(BC— AB;). 
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Cas. Ut. Bieno «lati it lato AB e l’ angolo 
acuto B. Sarà dato altresì 1’ angolo G , che è 
complemento dell’ altro B. Per determinare il 
lato AG dovrà farsi (juesla proporzione ; cioè a 
dire. Rctang. B;: AB:AC; e 1’ ipotenusa BG si 
otterrà mediante 1’ analogia cos.É:R::AB:BC. 

Cas. XV. Finalmente sieno dati il lato BG, 
che sottende 1’ angolo retto A, e 1’ angolo acu- 
to. B. Si farà pur noto l’ angolo G. Per deter- 
minare il lato CA dovrà farsi questa proporzio- 
ne ; cioè a dire R:sen.B::BG:CA , e 1’ altro lato 
AB si otterrà dall’ analogia R;<x>s.B::BC:BA. . . 
C.B.F. 

PROP. XV11I. PROBL. 

§. ^ 4* Pati di un triangolo obliquangolo 
Un lato e due delle altre parti ; fa d' uopo 
determinarli le rimanenti parti di esso. 

Cas. 1. Nel triangolo obliquangolo ( fig. 8 ) 
ABC sieno dati il lato AB e gli angoli A e C, 
e con ciò anche il rimanente ABC, determina* 
re i Iati BG , CA. 

Si faccia sen.C;sen.A::BA:BG , e sen.Cisen» 
ABC;:AB:AC. Da queste due analogie si avran- 
no i valori di BC e di AG. 

Cas. II. Sieno dati i lati AB , BG e 1’ an- 
golo C opposto al primo di essi ; determinare 
l’ angolo A , 1’ angolo ABC , ed il lato AC. 

Si faccia AB:BC::sen.C:sen. A (§.68). Se l’an- 
golo G sia sotteso dal maggiore dei due lati AB, 
BC ; da questa proporzione si farà noto 1’ an- 
golo A, ciré dovendo essere minore del dato 
ACB , è sempre acuto. E quindi si farà pur 
noto 1’ angolo ABC. 






Digitized by Google 




42 

Che se poi in vece dell’ angolo C diasi l' an- 
golo in A , che sottende il minore dei due lati 
dati ; in tal caso la specie deli’ angolo opposto 
al lato AB sarà dubbia. In fatti se col centro 
B ed intervallo BC si descriva il cerchio CFE^; 
questo dovrà intersegare la CA in un punto E, 
che trovasi tra C ed A. Onde congiungendo la 
BE risulterà 1' angolo BCA uguale all’ altro BEC 
e con ciò supplemento dell’ angolo BEA. Ma un 
angolo e ’l supplemento di esso hanno uguali se- 
ni. Dunque se facciasi BC:BA::sen.A ad un quar- 
to ; questo dovrà dinotarne tanto il seno dell’ an- 
golo BCA, che quello dell’ altro BEA : e quindi 
resterà indeterminata la specie del triangolo da 
risolversi. 

Che se conoscasi la specie dell’ angolo BCA, 
e si vogliano determinare 1* angolo ABC ed il 
AC ; converrà togliere da’ ifi>o° la somma degli 
angoli BAC , BCA ; ciò che resta sarà 1’ ango- 
lo ABC. Onde facendo la proporzione sen.A: 
sen:ABC::BC:AG ; si avrà il lato AC. 

Cas. III. Sieno dati i due lati AB , BC e 
1’ angolo ABC da essi compreso ; determinare 
il lato AC e gli angoli A e C. 

Da 180° si tolga 1’ angolo ABC; il residuo do- 
vrà pareggiare la somma degli angoli BAC, BCA. 

Onde se facciasi AB+BC:AB.— BC::tang.i 



( A+C ) ad un quarto ; questo ( §. 69 ) sarà u- 
guale a tang. ^ ( C — A ). E da ciò si farà nota la 
semidilFerenza degli angoli A e C. Il perchè se 

alla semisomraal ( À+C ) degli angoli A e C vi 
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si aggiunga la semidifferenza di essi * (C — A), 
si avrà 1* angolo maggiore G: e se dalla semisom- 

ma “ ( C+A ) se ne tolga la scmidifFerenza 

J . \ 

•T ( G — A ) , si avrà 1 ’ angolo minore A. Laonde 
per determinare il rimanente lato AC , converrà 
fare questa proporzione sen.ACB:sen.ABC::AB: 
AC ( §. 6 8. ). 

Cas- iy~ Sieno dati finalmente i tre lati del 
triangolo ABC ; fa d’ uopo determinare gli an- 
goli di esso. 

Essendo noti i lati del triangolo ABC si po- 
>1 ! 

trà determinare cos. ~ A , o sen.7 A per mezzo di 
una delle seguenti equazioni ( §§- 7*5 e 7 a )» 
cioè 



■COS.a A : 



*V( ! 



; AB+ AiC+BC)(AB+AC— BC) 1 
ABXAC 



)• 



sen.i" 



•-A-R 



=£V(- 



(BC+AC— AB)(BC+AB — AC) A 



acxau 



V 



' E quindi si farà noto 1 ’ angolo A. Onde per 
determinare uno dei rimanenti angoli , com.e 
per esempio 1 ’ angolo C , dovrà farsi la propor- 
zione , che segue; cioè BC:BA::scn.A:sen.C. 

§. 7 5 . Scol. Ottenendosi per approssimazione 
i valori della più parte delle linee trigonome- 
triche (§§. 45 , e 59 ), non che quelli dei loga- 
ritmi di esse ; 1’ è chiaro , che si debbano ave- 
re eziandio per approssimazione la maggior par- 
te dei risultamenti , che dalle operazioni trigo- 
metriche ne derivano. 




ISTITUZIONI 



DELLA 

TRIGONOMETRIA SFERICA 



CAP. I. 

NOZIONI PRELIMINARI. 

PROP. L TEOR. 

\ x ' ' 

§. 76. Se una sfera si seghi con un pia- 
no ; la comune sezione di questo colla super- 
ficie sferica sarà la circonferenza di un cerchio. 

La sfera ( fig. io. ) ABDE si seghi col pia- 
no BGE ; dico , che la intersezione di questo 
colla superficie sferica ABDE sia la circonferen- 
di un cerchio. 

Dii centro C della sfera ABDE si meni al 
piano segante BGE la perpendicolare CF , la 
quale si protragga da ambe le parti , sinché 
ne incontri la superficie sferica nei punti A e D, 
e dal punto F si distenda nel piano segante la 
retta FB , la quale incontri la superficie sferica 
nel punto B. Sarà ( Def. III. El. XI. ) BF per- 
pendicolare ad AD. Or se il semicerchio descrit- 
to sul diametro AD si faccia rivolgere intorno 
ad AD , esso dovrà generare la proposta sfera. 
Il perchè se tal semicerchio si descriva nel pia- 
no delle due DA , FB , ed insieme con esso 
intorno alla DA vi si aggiri pure la FB ; que- 
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sta essendo sempre perpendicolare alla DA dovrà 
descrivere un cerchio , e ’l punto B ne descriverà • 
la periferia. Ma il punto B si trova sempre nel 
piano segante BGE e nella superficie sferica ABDE. 
Dunque la comune sezione del piano BGE colla 
superficie sferica ABGE è la periferia di un cer- 
chio, G. B. D. 

§. 77. Cor. I. Il centro F del cerchio EGB, 
eh’ è la sezione fatta da un piano colla superfi- 
cie della sfera ABDE , è il punto d’ incontro del 
piano della sezione e della perpendicolare abbas- 
sata sa di esso dal centro della sfera. 

§. 78. Cor. 11 . Dunque se una sfera si seghi 
con piani paralleli; i centri de’ cerchi, che sono 
le intersezioni falle dai piani seganti , debbono 
essere i punti d’incontro di essi piani col dia- 
metro della sfera, che gli è perpendicolare, 

§. 79. Cor. III. Essendo il quadrato di FB 
uguale a quello di CB diminuito dell’ altro di 
CF ; 1’ è chiaro , che la FB debba diminuire a 
misura che si aumenta la CF , e debba crescere 
a misura che diminuisce la CF. Ma la CF spa- 
risce qualora il piano segante BGE ne passa pel 
centro C della sfera. Dunque di tuli’ i cerchi , 
che sono le sezioni fatte da' piani con una 
sfera , quelli hanno il massimo raggio , i cui 
piani passano pel centro della sfera. 

§. 80. Def- 1 . 1 cerchi massimi di una sfera 
sono quelli , che si ottengono segando lo sfera 
con piani distesi pel centro di essa: cd i cor~ t 
chi minori di una sfera sono que’ cerchi , che 
si hanno segando la sfera con piani , che non 
passano pel centro di essa. 

§. 8t. Cor. I. Dunque per due punti, che, 
nop sono per dritto eoi centro della sfera, vi passa 
un sol cerchio massimo ( 2. El. XI. ). 
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§. 8a. Cor. IL La comune sezione di due 
cerchi massimi di una sfera dee passare pel cen- 
tro comune di quei cerchi , eh’ è anche centro 
della sfera. Dunque tal sezione dev’ essere un 
diametro della sfera. 

§. 83 . Cor. III. Il perchè due cerchi mas- 
simi di una sfera intersecandosi nel comune dia- 
metro , debbono dividersi scambievolmente per 
metà. 

§. 84. De/. II. L' asse di un cerchio mas- 
simo di una sfera è quel diametro di questa , 
eli' è perpendicolare al piano di esso cerchio 
massimo : e gli estremi di un tal diametro si 
dicono poli non solo dello stesso cerchio massi- 
mo , ma eziandio di quegli altri cerchi della 
sfera , che sono paralleli al medesimo cerchio 
massimo. 

t[. 85 . Cor. I. E poiché una retta, eh' è per- 
pendicolare ad un piano, non può essere ezian- 
dio perpendicolare ad un altro piano , che ne 
interseca il primo ; l’ è chiaro , che due cerchi 
massimi di una sfera non possono avere il me- 
desimo asse , nè gli stessi poli. 

§. 86. Cor. II. In oltre , poiché ogni an- 
golo retto vien misurato dalla quarta parte della 
circonferenza di un cerchio , cioè dall’ arco di 
90° ; l’è chiaro, che se per l’asse di un cerchio 
massimo si distenda un altro cerchio massimo , 
ogni arco di questo, eh’ è tra un polo e la 
circonferenza di quel primo cerchio massimo , 
debba essere di 90°. 

§. 87. Def. III. lì angolo sferico è la scam- 
bievole inclinazione di due archi di cerchi mas- 
simi nella superfìcie di una sfera. 

§. 88. Cor. I. Dunque se pel vertice 




li.) A di nn angolo sferico BAG si tirino ai 
lati AB , AG di esso le tangenti AH, AK ; l’an- 
golo contenulo da queste sarà quanto 1’ angolo 
sferico BAC. Ma le due rette AH , AK sono 
perpendicolàri al diametro AF , nel quale s’in-* 
tersegano i due cerchi massimi ABF , ACF , e 
di esse la prima trovasi nel piano ABF , la se- 
conda nel piano ACF. Dunque ( Def. VI. El. 
II. ) l’angolo IIAK dee misurare l’inclinazio- 
ne del piano ABF all’ altro ACF. Vale a dire, 
che ogni angolo sferico è dello stesso numero 
di gradi e minuti dell' angolo d' inclinazione 
de' piani , ne' quali sono gli archi , che lo con- 
tengono. 

§. 89. Cor. II. E di qui si rileva , 1 .° che 
gli angoli sferici fatti intorno ad un punto di 
una superficie sferica sono insieme presi uguali 
a quattro retti ; 2. 0 che sono uguali a due 
retti gli angoli sferici conseguenti ; 3 ° e che 
gli angoli sferici verticali sono ira se uguali. 

§. 90. Def. IV. Il triangolo sferico è quella 
porzione della superficie di una sfera , eh’ è con- 
tenuta da tre archi di cerchi massimi. 

§. 91. Def. V. I numeri , che rispettivamente 
ne dinotano i lati e gli angoli di un triangolo 
sferico , si dicono parti di tal triangolo. 

§. 93. Def. VI. La risoluzione di un trian- 
golo sferico consiste nel determinare tre parti 
di esso, essendo date le altre tre. 

§. g 3 . Def. VII . La trigonometria sferica 
h quella scienza , che ha per soggetto la risolu- 
zione dei triangoli sferici. 
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PROP. lì. TEOR. ' s 

§. 94. Se per due punii della superfìcie di 
una sfera , che non sieno gli estremi di alcun 
diametro di essa , si facciano passare il cer- 
chio massimo ed altri cerchi minori ; la mi- 
nima distanza di que i punti sulla superficie 
della sfera dev essere l’ arco del cerchio mas- 
simo minore della semicirconferenza , e chi è 
tra que' punti. 

Siino ( fìg. 12. ) ABC, HBK duo cerchi 4 
che si tocchino al di dentro nel punto B, e si 
congiungano i centri G ed F di essi colla retta 
GF , che si protragga irisino al punto del con- 
tatto B. Di poi nel cerchio minore HBK si di* 
stenda la corda HEK perpendicolare ad FB in 
un punto E , eh’ è tra F e B, c per K si tiri 
la KC parallela a BG , e pel punto G, dov’essa 
incontra la circonferenza del cerchio CBA , si 
meni la CDA parallela a KH. Sarà CD uguale 
a KE , e l’intiera CA sarà uguale alla KH. In- 
tanto si concepisca , che il circolo KBH ne pro- 
gredisca in modo che il centro F di esso nc 
percorra la retta FB , e la KH si mantenga sem- 
pre perpendicolare ad FB. Sarà chiaro , che per- 
venendo il punto K nell’altro C , il punto H 
debba cadere sull’ altro A , e l’arco KBII dovrà 
comprendere 1’ altro CBA, e sarà maggiore di 
esso. Il perchè se ABC sia il cerchio massimo 
di una sfera , ed HBK un cerchio minore , a- 
dattandosi la HK sulla AD , c ’l cerchio HBK 
sulla superfìcie della sfera ; la distanza del punto 
H dall’altro C sulla superficie della sfera per 
1 ’ arco ABC sarà minore che per 1 ’ arco HBK< 
Dunque ec. C. B. D. 
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bt ALCUNE proprietà’ de" triangoli SPERICI . 

PROP. III. TEOR. 

§. 95. Ogni lato di un triangolo sferico è 
minore della semicirconferenza. 

Poiché i cerchi massimi ( Jig. il. ) ABF t 
AGF si segano scambievolmente per méta (§ 83 ); 
egli è chiaro , che i lati AB , AG dell’ angolo 
sferico BAG debbano esserne intersegati da an 
altro cerchio massimo ECG prima d’ incontrarsi 
nell’altro punto F, affinchè si possa costituire 
il triangolo sferico. Dunque ciascuno de’ lati 
AB , AC del triangolo sferico ABC dev’ essere 
minore della mezza circonferenza. Lo stesso po*- 
trà dimostrarsi per 1 ’ altro lato BG. C. B. D. •> 
§. 96. Cor. Duhque se dal centro O della 
sfera AEFG ai vertici A , B , C degli angoli 
di un qualunque triangolo sferico si tirino i 
faggi OA , OB , OC ; questi a due a due deb- 
bono comprendere angoli , che essendo in pia- 
ni distesi pel centro della sfera , debbono for- 
mare un angolo solido , di cui i tre angoli 
piani , che lo costituiscono , sono misurati dai 
rispettivi lati del triangolo sferico ABC. E quin- 
di essendo due di quegli angoli in qualsivoglia 
modo presi sempre maggiori del rimanente (20 
El. XI ) , e tutti e tre insieme presi sempre 
minori di quattro retti ( 21 El. XI ); l’è chia- 
ro , x° che di ogni triangolo sferico due lati 
in Qualsivoglia modo presi sono sempre mag- 
giori del rimanente , i° e die i tre lati di 
un triangolo sferico insieme presi sono sem - 
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pre minori della circonferenza di un cerchio 
massimo della sfera. 

PROP. IV. TEOR. 

§. 97 . Se nella superficie di una sfera si 
descrivano tre cerchi massimi , che abbiano 
per poli i vertici degli angoli di un trian- 
golo sferico descritto su di essa ; tali cerchi 
massimi incontrandosi costituiranno un trian- 
golo sferico , di cui i lati e gli angoli saran- 
no rispettivamente supplementi degli angoli e 
de' lati del triangolo sferico proposto. 

Nella superficie della sfera , cui appartiene il 
triangolo sferico (fg. i3.) ABC, si descrivano tre 
cerchi massimi, che abbiano per poli i vertici A, 
B , C degli angoli del proposto triangolo sfer ico, 
e che s’ interseghino nei punti D, E, F. Dico, 
che i lati e gli angoli del triangolo sferico DEF 
sieno rispettivamente supplementi degli angoli 
e de' lati del triangolo sferico ABC. 

Poiché essendo A polo del cerchio mass imo 
DE , dev’ essere un quadrante l’arco di cerchio 
massimo disteso pe’ punti A ed E. E quindi il rag- 
gio della sfera disteso pel punto E dev' essere 
perpendicolare a quello, che passa pel punto A. 
Nello stesso modo si dimostra, che il raggio 
della sfera disteso pel punto E l’ è perpendico- 
lare a quello disteso pel punto B. Il perchè il 
raggio della sfera disteso pel punto E dev’esse- 
re perpendicolare al piano del cerchio massimo 
GABH (4- EI. XI.). E quindi dev’ essere l’arco 
GH di tanti gradi c minuti per quanti se ne 
. contengono nell’ angolo sferico GEH ( §. 88 .). 
Ma essendo A polo del cerchio massimo DE , 
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e B polo del cerchio massimo FE , dev’ essere 
di 90° tanto F arco AH , che l’altro BG (§.86.). 
Dunque i due archi AH , BG , o sia i due AB, 
GH insieme presi sono di 180°. E quindi l’arco 
GH , che misura 1 ’ angolo GEH , dev’ essere 
supplemento del lato AB del proposto triangolo 
sferico ABC. 

In oltre , siccome si è dimostrato , che il 
punto E è polo del cerchio massimo GH , cosi 
pure si può dimostrare , che il punto D è polo 
del cerchio massimo ACK. E quindi dev’essere 
di 90° tanto 1 * arco EH , che l’ altro DK. Il 
perchè dev’essere di 180° la somma degli archi 
EH , DK , ovvero degli altri DE , IIK. Ma 
F arco HK misura F angolo sferico BAC (§.88.), 
per esserne A polo del cerchio massimo DE. 
Dunque l'arco HK , che misura l’angolo sferi» 
co BAC , dev’ essere supplemento del lato DE 
del triangolo sferico DEF. E perciò se nella 
superficie di una sfera ec. C. B. D. 

§. 98. Def. F. I triangoli sferici di una stes- 
su sfera si dicono F uno supplementale dell’ al- 
tro , se i lati e gli angoli di uno di essi sieno 
rispettivamente supplementi degli angoli e dei 
lati dell’altro. 

§. 99. Cor. Dunque gli angoli di un trian- 
golo sferico ed i lati del triangolo supplemen- 
tale debbono insieme contenere tanti gradi , 
quanti se ne contengono in , tre semicirconferenze, 

eroe J^Q . r o, ij 

PROP. F. TE OR. 

■,§.1 100., l ire angoli di un triangolo sferico 
insieme presi sono sempre minori di sei retti, 
e maggiori di due retti. ' , .. i 
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Essendo gli angoli di un triangolo sferico ed 
i lati del triangolo supplementale insieme presi 
uguali a 54 o*, cioè a sei retti ; 1’ è chiaro, che 
i soli angoli del triangolo sferico debbano essere 
minori di sei retti. Ma i lati del triangolo sup- 
plementale sono ininori della circonferenza' di un 
cerchio 'massimo (§-96.), cioè di un arco, che 
misura quattro retti. Dunque gli angoli di un 
triangolo sferico debbono essere uguali a sei retti 
minorati di angoli , che insieme sono minori di 
quattro retti ; e perciò quelli del triangolo sferico 
debbono essere maggiori di due retti. C. B. D. 

101. Cor. /.Dunque se un triangolo sfe- 
rico abbia un angolo retto ; ciascuno de’ rima- 
nenti angoli potrà essere retto , ottuso , o pure 
acuto. Che se di un triangolo sferico un angolo 
sia retto , e gli altri due sieno acuti ; questi 
insieme presi dovranno essere maggiori del ret- 
to (§. 100.). 

§. 102. Cor. II. In oltre, se di un triangolo 
sferico se ne conoscano due angoli , non si potrà 
da essi determinare il valore del terzo angolo. 
E perciò i tre angoli di un triangolo sferico for- 
mano tre dati distinti , e non già due , come 
ne’ triangoli rettilinei. 

§. i o 3 . Seal. Colle lettere A , B , C verran- 
no in seguito dinotati gli angoli di un triangola 
sferra , ai vertici de’ quali esse saranno scritte; 
e colle lettere a , b , c ne saranno dinotati i 
lati rispettivamente opposti agli angoli A , B , Cì. 

PROF. VI. TEOR. 



§.104. In ogni triangolo sferico i seni dei 
lati sono come i seni degli angoli ad essi op- 
posti. 
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‘ Sia (fig. 14.) O il centro della sfera, nella 
cui superficie sia formato il triangolo sferico 
ARO. Dico , che debba stare sen.a : sen.A 
sen.A ; sen.B , sen.A ; sen.c sen.B : sea.G , e 
sen.a : sen.c sen.A : sen.C. 

Si congiungano le rètte OA , OB , OC , 0 
dal punto C si meni la retta CE) perpendicolare 
al piano OAB, e dal punto E si abbassino le 
fette ED , EF perpendicolari alle QA, OB ri-r 
spettiyamente. Si congiungano le due fette CD, 
CF . 

E poiché la retta CE è perpendicolare al pia- 
no OAB; sarà (18. El. X-l. ) perpendicolare 
al medesimo tanto il piano CDE , che l’ altro 
CEF. Ma la retta OD , che giace nel piano OAB, 
è perpeudicolare alla DE, comune sezione dei 
piani OAB , CDE. Dunqpe dev’ essere ( Dcf, 
IV. El. XI. ) la QD perpendicolare al piano 
CED , e con ciò alla retta CD , che giace in 
esso piano e l’ incontra. 11 perchè dev’ essere CD 
il seno dell’ arco CA « o sia sen.fr. Nello stesso 
modo si dimostra, che sia CF il seno del lato 
CB , o sia sen.a. In oltre, poiché le rette CD, 
DE sono perpendicolari elevate d» un medesimo 
punto D della comune sezione OA de’due piani 
COA» BOA, e distese una in un piano e 1 ’ al- 
tra nell’ altro; dovrà essere l’angolo CDE da 
esse formato uguale all’ inclinaziooe del piano 
CAQ all’altro BAO , cioè all’angolo sferico CAB. 
Nello stesso modo si dimostra , che 1 ’ angolo CFE 
pareggi l’angolo sferico CBA. Or poiché nel 
triangolo rettilineo CFE rettangolo in £ (§. 66 .) 
sta CF a CE come il raggio trigonometrico R 
al seno dell’ angolo CFE , e nell’ altro triangolo 
rettilineo CDE rettangolo io E sta pure. "CE a 




CD come il seno dell’angolo CDE al raggio tri- 

f onometrico; dovrà stare, per cqualità peror- 
ata , CF a CD come il seno dell’ angolo CDE 
al seno dell' angolo CFE , cioè sen.a s sen.6 
sen.A ; seu.B. Nello stesso modo si potrà dimo- 
strare , che stia scn.6 j sen.c:: sen.B : sen.C , e 
sen.a : sen.c;: sen.A : sen.C. C. B. D. 

§• io 5 . Cor. Dalla dimostrazione del prece- 
dente Teorema si rileva , che debba essere 

sen.a sen.B^jsen.i sen.A , 
sen.b sen.C==sen.c sen.B , 
e sen.c sen.A^sen.a sen.C. 

PROP, VII. TEOR. 

106. Il coseno dì un qualunque lato di 
un triangolo sferico pareggia il prodotto dei 
coseni degli altri due lati diviso pel raggio , 
aggiuntovi il prodotto dei seni de' medesimi 
lati multiplioato pel coseno dell' angolo da 
essi oompreso diviso pel quadrato del raggio. 
Sia ABC un qualunque triangolo sferico , ed 
O il centro della sfera , nella cui superficie esso 
trovasi descritto. Dico , che debba essere 

cos ,b cos .c sen.é sen.c cos.A 

cos.a~- — -4. — 

R + R* 

Si faccia la medesima costruzione della Prop. 
prec. , e dal punto D si meni la DG perpendi- 
colare ad OB , e per E si distenda la retta EH 
parallela ad OB. Sarà retto l’ angolo EHD al 
pari dell* altro OGD , e la figura EHGF sarà 
un rettangolo. Dunque la EH dovrà pareggiare 
la FG. 
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Or poiché V angolo retto EDO adegua i due 
angoli GDO , GOD , che insieme presi fanno ut» 
retto , se tolgasi il comune angolo GDO , dovrà 
restarvi 1’ angolo EDH uguale all’ altro GOD. IL 
perchè essendo (§.66.) il raggio trigonometrico R 
al coseno dell’angolo CDE come CD a DE, o sia 



R:cos.A::sen.è:DE; dovrà essere DE r - sern ^ >cos -À. 

R 

Ma sta pure (§.66.) R:sen.EDH::DE;EH, o sia Rt 
sen. <? ;: ^ en C0S "A - . jtjj. Dunque dev’essere EH, 
ovvero 

pp sen Asen.ccos.A 

~ ~ R* 

In oltre , poiché sta R a cos.DOG come OD ad 
OG , ed è cos.DOG=cos.c, ed OD=cos.i ; dee 
star pure R : cos.c :: cos.è ; OG. Il perchè dev* 
essere 

n p^_cos.5 cos.c 
“ R * 

E quindi essendo FO, ovvero cos.a uguale ad 
OG+FG , dev’essere 

cos .b cos.c sen.isen.ccos.A 

COS.d 1 ■' . I a *L * ■ ,# • » V 

K T • 

Nello stesso modo si potrà- dimostrare , che sia 

cos.acos.c sen.asen.ccos.B , . 
cos .6= — - — + ^ > W» 




cos.acos.6 sen.asen.icos.C 
e cos.c— — — - 1 fn • • • y)* 



R 



- -- a 



C. B. Di 



a 



R* 
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5. i o*jr. Cor. /. Suppongasi ■, che il lato et 
del triangolo sferico ABC sia ugnale all’ altro 3 * 
Sarà cos.arrcos. 3 , e saranno tra se uguali i se- 
condi membri dell’equazioni (i) e (a) del §. prec. 
Ma i primi termini di qae’ secondi membri risul- 
tano tra se uguali] ed uguali risultano eziandio i 

f n 1 «nr; sen - faen - c . e sen - asen - de- secondi termi- 
ti’ R* 

ni di essi* Dunque dev’essere eziandio cos.A= 
cos.B, e quindi l’angolo A uguale all’ altro B. 
Vale a dire , che in ogni triangolo sferico 
isoscele sono tra se uguali gli angoli opposti 
ai lati uguali . 

C, 108. Cor. 11 . Nello stesso modo potrà di- 
mostrarsi , che ogni triangolo sferico equilate- 
ro è pure equiangolo. 

§. 109. Cor. ìli. Suppongasi, che ciascuni) 
dei lati a e b del triangolo sferico ABC sia di 
90°. Sarà cos.a~cos. 3 =o » e sen.arrsen. 3 ~R , 

e l’ equazioni (t) e (a) dei $. 106. si dovranno 
ridurre alle seguenti 

0=sen.ccos.A e nr r sen.ccos.B 
R ' a 

E perciò dev' essere uguale a zero tanto cos.À, 
che cos.B. Dunque dev’ essere retto ciascuno de- 
gli angoli A e B. 

§. no. Cor. IV. Nell'equazione 



cos. 



cos.òcos.c sen.òsèn.tf cos. A • . 

4. ■ in. luogo 



R 



R’ 



,. . cosjacos .3 sen.asen.ècos.C 

di cos. c si ponga _ + 



R 



R* 
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, . . . . f 1 * . ♦ , ■ : - 

p (g in. 1 !.) SCn,a sen.C p er seni<? . Dovrà risullar- 
seo.A 

» ' 

cosA ^cos.fl cosA . sen.a senA cos.C' 



né cos. 



cos.» ✓cos.a ci 



R 



.6 cos.C^ 



$en Asen.a sen.Ccos.A, .. 

+ _ — i » 

R’sen.A 



cioè 



cos 



< i cos.a cos. *4 sèn.à senA cosA cos,C 
is.a— + u_ 

R 1 ' R 3 



+ 



RsenA sen.a sen.C cos.A 



R 3 sen.A 

Ma I* è cos.A~R» — sen.A. Dunque dev’ essteré 



purè cos.à=cos.a- 



• t cos.a sen *b 



R, j 



seh.<*senAcotfAcos.C r sen A sén.a sen.Q 

+ R , — + ~ fF~ ‘ ' 

e quindi - . > >» .. : 

senA sen.a sen.C ^ A“~ ^ os ‘ a sen **^ 






R 3 



R ' 



sen-a senA cosA cos.C ^ dirado, ambi ì 



e.: 



? 



» 
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membri di quest* ultima equazione per 
sen.6 seri. a seti.C donà risQ j tèrDè 

R* 



™i.A— wP.*co Ua_ cos.ftcoLC (4) . 

sen.G R 

Che se nell’equazione (t) del §. 106. in luogo 
di cos .5 si fosse sostituito il valore di esso dato 
dall' equazione (a) , ed in luogo di sen.c si fosse 



sostituito 



sen. c sen. B 



(§. io 5 .) , si sarebbe per- 



sen.C 
Tenuto all’ equazione 

A — sén.ccot.a cos.ccot.B ^ # . > 5 y 

sen.B R 

Nello stesso modo si potrà rilegare , che sia 
. t. . t sen.a cos.a cot.C fs .\ 

sen.C R 



cot.B=3cot.6 s ^- cos :. ccoh £ 



sen.A 



R 



. r . _ sen.a cos.acot.B 

CQt.^ | COt«^ | . a...... - — . I .. 



sen.B 



R 



• *' • ( 7 ) 1 

. . ( 8 ), 

• • • ( 9 ) 1 



. *en.6 cosA cot.A 

e eot.Cz^cot.c — 

sen.A R 
§. ni. Óor. V. Se ambi i membri dev'e- 
quazione ( 4 ) ( §• prec. ) si multiplichiBO per 
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sen -^ , dovrà risultarne 

sea.£ , , 

sen.C co t.A cot.6 cosX . e quip<li 

sen.b R 

coi .a= ««-Ccot.A + cot.écos,C ( IO ). 

senA R 

Nello stesso modo si potrà dimostrare , die debba 
essere 



, sen.B cot.A cot.c cos.B / \ 

pot,<z— + - . . 

$en.c R 

rrit-fes sen.G cot.B * cpt.a cos^C * # , (ia) 



Cot.à- 



sen.a 

sen.Acot.B_ cot.c cos.À 



sen.g 



R 



• • • (*^)» 



_ sen.A cot.C cot.ècos.A , , N 
fOt.C— — + ^ . • (t4). 



iseq.6 ' R 

sen.B cot.C cat.acos.B 
e cot,c= — _+ . 

seri, a * R 

PROP. Vili. TE OR. 






ira. In ogni triangolo sferico, il coseno 
4* ì+n angolo adegua il coseno del lato op- 
posto multìplicato pel prodotto dei seni degli 
altri due angoli diviso pel quadrano del rag.- 
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gio ,, toltone il prodotto dei cgseni di questi 
stessi angoli diviso pel ràggio. 

Sieno A , B , C gli angoli di un triangolo 
sferico , di cui i lati opposti si dinotino con a, 
b , à: e sieno A', B', C' gli angoli del trian- 
golo suppleraentale 'del proposto, ed a\ b\ c x 
i lati dello stesso triangolo suppleraentale. Do- 
vrà essere ( §. g8. ) «‘Wigo 0 — A, ^==180°— 

B , c'=i 8 o° — C, ed A’^riSo 0 — a. E quindi sarà 
cos.a’= — cos.A, cos.£'=:-— cos.B, cos.c’= — cos.C, 
sen.A':=sen.B , sen.c’=sen.C , e cos.A'rr — cos.a 
Ma l*è ( §. ip§. ) 

» . » 

, cos. 5 ’ cos.c 1 , sen.A ! sen;c'cos.A’ 
cos.a «= . -I» 

R;, R* 

Dunque , sostituepdo in quest* ultima equazione 
i valori di cos .a\ cos.A', cos.c', sen.A', sen.c', 
e cos.A', dev’ essere •» 



. cos.B cos.C sen.B sén.G cos.a 

* ' ■ * C OS • A."~— . III. ■ ■ II. I m 

* R :> R 2 

„ » ^_sen.B sen.G cos.a cos.B cos.C f 

e cos.a — — — io). 

; : - r j r 

Nello stesso modo si potrà dimostrare , che sia 

< 

sen.C sen.A cos.A cos.C cos.A , . 

— — 1— i — i—i __ — . : ••(17)» 

R* R . 

*•> ì I *. , 

« n. sen.B sen.A cos.c cos.B cos.A , 

e cos.C= — — ^ ..(18). 

* ' R* R V ' 

G. B. D. 





§. n 3 . Cor. /. Sia’ 1 J angolo B uguale al- 
l’ altro C. Saranno tra se uguali non solo i primi 
membri dell’ fcquazioni (17) e (18) , ma ezian- 
dio i secondi termini de ! secondi membri. Il pei> 

sen.B sen.A cos.<? 



thè dovrà essere 

sen.C sen.A cos .b 

* ir ^ 



p sen.C sen.A_ 



R 1 

sen.B sen.A 



Dunque dev' 

• ’ ' 1 R* ’ R* ' 

essere cos.£=cos.c , e quindi bs^c. Yale a di- 
re , che se un triangola sferico abbia due an- 
goli uguali ; i lati opposti ad essi angoli sa T 
ranno anche tra se uguali . 

§. ji 4 - Cor. II. Ideilo stesso ipodo si potrq 
dimostrare , che se un triangolo sferico abbica 
tutti gli angoli tra se uguali [ esso sarà equi- 
latero. 

§. n 5 . Cór. III. Suppongasi , che sia retto 
ciascuno de’ due angoli B e Q. Sarà cos.B=20 , 
cos.C=o, sen.B=R , e sen.G=R. Il perchè l’c- 

quazioni (17) e (18) si dovranno trasformare in 
queste altre 



0 = 



sen.A cos .b 



e 0= 



sen.A eos.c 



R ' ' ' R 

lo quali non potranno aver luogo se pon si 9 
b=c=QO°. Dunque se un triangolo sferico abbia 
due angoli rètti ; ciascuno dei lati opposti ad 

essi angoli dovrà èssere di 90°. 

' -1 T ! ? ’! •; •• 
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PROP. IX. TEOR. 



§. i 16 . In ogni triangolo sferico all 1 an- 
golo maggiore sta opposto il lato maggiore t 
ed al lato maggiore sta opposto. V angolo, mag- 
giore. 

Sia ( Jig . t5. ) ARG un triangolo, sferico; 
dico i° die se 1’ angolo ABC sia maggiore del- 
T angolo ACB, deliba essere il lato AG maggio- 
re del lato AB. a° e che se il feto AC sia mag- 
giore dell'altro AB, debba essere l’ angolo, ABC 
maggiore dell’ altro ACB. 

Dòn. Par. 1. Sia l’angolo ABC maggiore dcl- 
l’ altro ACB, e pel puotò B si distenda il cerchio 
massimo BD , che Vincimi all’altro RC sotto, 
P angolo DBC uguale ali* altro, DCB. Dovrà es- 
sere ( §. 1 1 3. ) Parco BD uguale all’ altro DC; 
cd aggiungendo ad essi l' areo DA , saranno i 
due archi BD, DA insieme uguali a tutto 1’ arco 
AC. Ma i due feti BD , DA del triangolo sfe- 
rico BDA sodo maggiori del terzo BA ( •§. 96 . 
n.° i.° ). Dunque dev’essere l’ arco AG mag- 
giore dell’ altro AB. 

Par. II. Sia in secondo luogo il lato AG 
triangolo sferico ABC maggiore del lato A.B, 
Dico, che debba essere l’angolo ABC maggiore 
dell’ altro ACB. Poiché se 1’ angolo ABC non 
è maggiore dell’altro ACB, gli sar$i o uguale, 
o minore. Non potrà essergli uguale ; poiché in 
tal caso sarebbe il feto AB uguale al lato Afì 
{ §. n 3. ) : il che è contro ad’ ipotesi. Non 
potrà essere 1’ angolo ABC minore dell’ altro. 
ACB ; poiché dovrebbe essere pure .( Par. J. ) 
il feto AB maggiore dell’ altro AC ; il che e 
contro alfe supposizione. Dunque dev’essere l’an- 
golo ABC maggiore dell’ angolo ACB. C. B. D. 
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CAP. Ili. 

fettiRCipn per la risoluzione db’ triangoli 

SFERICI RETTANGOLI. 

§. 117. Def. Vili. Di ogni triangolo sferico 
rettangolo si dicono parti circolari i lati , che 
Comprendono 1 ’ angolo retto , ed j Complementi 
del lato opposto all’ angolo retto e di ciascuno 
de’ rimanenti angoli. 

Così del triangolo sferico ( Jig . i4-) ABC ret- 
tangolo in A si dicono parti circolari i lati AB, 
AC , che comprendono l’ angolo rètto BAC , il 
complemento del lato BC , che sottende l’an- 
golo retto BAO , ed i complementi degli angoli 
ABC , ACB. 

§. ti 8. Deji IX. Qualunque delle parti cir- 
colari di un triangolo sferico rettangolo , che fo- 
glia considerarsi , chiamasi parte media : e le 
due parti circolari * Che dall’ una e dall’altra 
parte sono contigue alla media , si dicono ad- 
iacenti rispetto a quella , che si è presa per me- 
dia ; laddove le due rimanenti , che sono piu 
distanti dalla inedia , Si dicono parti estreme 
Opposte. 

§. ii 9. Cor. Dunque sO prendasi per parte 
media di un triangolo sferico rettangolo BAC il 
complemento del lato BC opposto all’ angolo ret- 
to A ; le parti adjacenti saranno i complementi 
degli altri due angoli B e C , e le parti estreme 
opposte Saranno i lati AB , AC , che compren- 
dono 1* angolo retto A. Che se prendasi per parte 
media il. lato AB, eh’ è uno di quelli, che 
Comprendono 1' angolo retto ; le parti adjacenti 
saranno 1’ altro lato AC , eh’ è intorno all’ an- 
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golo retto A, ci complemento dell’ an golo B op- 
posto ad AG ; laddove il complemento del lato 
BC opposto pii’ angolo rètto A , e ’l complemento 
dell’ angolo C Saranno le parti estreme opposte. 

PROP : X. TEOR. 

§. 120. In ogni triangolo sferico rettangolo, 
il seno di ciascuna parte media è uguale al 
prodotto delle tangenti delle parti adiacenti 
diviso pel raggio : e lo stesso seno adegua il 
prodotto dei coseni delle parti estreme oppo- 
ste diviso pel raggiò. • -, 

Dim. E poiché in ogni triangolò sferico l e 
setnprc ( §. 106. ) 



„„ _ cosA cog.c . 
COS.fl— _ + 



sen.i sen.c 



cos.A 



R 



R* 



egli è chiaro , che se l’ angolo A sia retto , deb- 
bà divenirne Cos. À=o , è . , .4 



cos. 



.cos.&cos.e, 



R 



Dunque prendendo per parte media il comple- 
mento del lato a, eh* è opposto all’ angolo retto 
A , il seno di essa pareggia il prodotto dei co- 
seni delle parti estreme opposte diviso pel raggio. 
Oc essendo in ogni triangolo sferico ( §. 1 12. ) 

l coV.a sen.Bsèn.G èos.B cos.C o 

cos.A — ■_ : .... . f 

n? r 

i ■ • • • * , • . i L> tiJ , ' > 4 1 •••«•» *«•: 

l’è manifesto, che se l’angolo A sia retto,, deb- 
ba èssere co$.A=tì , e eòa ciò t r . ! ■ 
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cos.rtsen.B sen. C cos.B cos.C 

ir = ii 



cioè cos 



o sia 



a _ R* cos.B cos.C_ Rcos.B Rcos.C 
Rscn.Bsen.G sen.B Rsen.G 



cot.B cot.C 
cos.a= - 



Di^nque se prendasi il complemento del lato 
a. opposto all angolo retto per parte media ; il 
seno di tal parte adegua il prodotto delle tan- 
genti de’ complementi degli angoli B e C, che 
sono le parti adjacenti , diviso pel raggio. 

In oltre , poiché in ogni triangolo sferico si 
ha ( §. ut. ) 

cot.n=cot.A!f^ + COtcc osB ; 

* sen . c R 

1 è chiaro, che se l’angolo A di tal triangolo 
sia retto , dovrà essere cot.A— o, e la precedente 
equazione si dovrà trasformare nella seguente 



co t.a= 



.cot.ccos.B 



dalla quale si ha 



cos.B— R.cot.q . 
cotang.c 



Ma cot.c pareggia ( §.37. ). 



tang.c 



Dunque 
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dev’essere pure 



cos,B= cot - ataP g- e . 

R 

E perciò se prendasi per parte media il com- 
plemento dell'angolo B ; il seno di tal parte 
pareggia il prodotto della tangente del comple- 
mento di a per la tangente del lato c divisa 
pel raggio. 

Nello stesso modo si potrà dimostrare , che 
debba essere rns.fl= cot ' a tap ”'_ . 

R 

In oltre, essendo in ogni triangolo sferico (§. 1 1 a). 



_ cos.isen.A.sen.C 
cos.B= — 

R’ 

6e facciasi 1 ’ angolo A di 90% 
A=R , cos.A— o , e 

t,_ cosA sen.C 
cos.B= 

R 



cos. A. cos. G 




ne diviene sen. 



Dunque se il complemento dell’ angolo B si pren- 
da per parte media ; il seno di tal parte dev’es- 
sere quanto il prodotto de' coseni delle parti 
estreme opposte diviso pel raggio. 

Nello stesso modo si potrà dimostrare , che deb- 
ba essere 



cos.C=> 



cos.esen.B 

1 m* 

R 



E poiché in ogni triangolo sferico si ha(§.m) 



Digi 



1 Google 
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, , cot.BsenA . cot.ccos.A 
cot.6= + ; 

sen.c R 

1’ è chiaro , che se 1’ angolo A sia di 90°, la 
precedente equazione dovrà trasformarsi in questa 



cot.i— - 



R cot.B 



sen.c 



essere 



v ' ' ' R* 

Ma cot.£ adegua, Dunque dev’ 

tang.6 

R* Rcot.B . tang.6 cot.B 

“• ; e quindi sen.c“ — 2 

tang-6 sen.c R 

Vale a dire, che se prendasi il lato c per parte 

inedia ; il seno di tal parte dev’ essere uguale 

al prodotto delle tangenti delle parti adjacenti 

diviso pel raggio. 

‘Nello stesso modo si dimostra , che sia 

• ■ , cot. C tang.c 

sen. b ZZL — , 

R 

Finalmente essendo in ogni triangolo sferico 

_(§, io5.) 

sen. A sen.c ~ sen. a sen.C ; 

se facciasi 1’ angolo A di go°, ne risulta sen. A 
=R , e la precedente equazione si trasforma in 

questa 1 ’ 1 1 " '• * \ " 1 ••• : 

Rsen.c=sen.nsen.G , 

dalla' quale' si ha 



•- a , il. «eo^zsen.G 

. 5en.c=. 

4 t v 1 ( ' 



R 
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Dunque se prendasi per parte media il lato c ; 
dev’essere il seno di tal parte uguale al pro- 
dotto dei coseni delle parti estreme opposte. Lo 
stesso pottà dimostrarsi prendendo il iato b per 
parte inedia. Dunque in ogni triangolo sferico 
rettangolo ec. C. B. D. 

§. 121. Cor. /. E poiché nel triangolo sfe- 
rico ABC , che ha retto 1 ' angolo A , si ha 

cot.B. tang.ò 

sen.c= 5 , 

R ‘ v ' 



ed è cot.B: 



R* 



tang.B 



, dev’ essere 



sen.c— . 



R tang. b 



, < tang.B 

. - - & si 1 , 

Il perchè dee stare tang.B : tang.ò :: Rtsen.c. 
Ma R e seti . c sono quantità positive. Dunque 
debbono essere dello stesso segno tang.B e tang .b; 
e perciò gli archi Beò debbono essere o uguali, 
o ciascuno minore , o ciascuno maggiore di go°. 
Vale a dire , che in ogni triangolo sferico 
fettangólo ciascuno de' lati , che stri dintorno 
all' angolo retto , è della stessa spéóie det- 
l' angolo , che gli è opposto. 

. .§. 133^ Cor. JI. Essendo R : sen.c::tang.B: 
fang^ò , ed R non minore di sen.fi , tiara tang.B 
non minore di tang.ò. Il perchè se 1 ’ angolo B 
sia minore di go°, e con ciò positive le quan- 
tità tang.B e tang b , dovrà essere 1 ’ arco , che 
misura l’ angolo B maggiore dell* arco b. Che 
se poi T angolo B sia maggiore di go°, e perciò 
negative le quantità tang B ~ e tangiò ; dovrà 
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essere K arco , che misura 1’ angolo B minore 
dell’ arco b. Dunque in ogni triangolo sferico 
rettangolo ciascuno de' lati , che comprendo- 
no V angolo retto , è minore o maggiore del- 
l’ angolo opposto , secondo che esso è mino- 
re o maggiore di 90 6 . 

GAP. IV. 

PBINCIP1I PER LA RISOLUZIONE DE’ TRIÀNGOLI 
.. .. SFERICI OBLIQUANGOLI. - • 

PROP. XI. LEMMA . 

. ' • > 

. ... > ... 'A. >,• ■ 

\ §. ia 3 . Il coseno della metà della somma 
de’ tre angoli di un triangolo sferico diminui- 
ta di uno di essi angoli è sempre positivo. 
Ed è, negativo il coseno della metà della som- 
ma de' ire angoli di esso triangolo. 

Dim. Part. I. Si dinotino con A , B , C gli 
angoli di un triangolo sferico. Saranno 180 0 -— A, 
180° — B, e 1 8o° — C i lati del triangolo sup- 
ptemenlale j e perciò uno di essi tati p. es. 180° — ■ 
A sarà minore di 36 o° — B— G,ch’è la somma 
degli altri due. Il perchè se aggiungasi B-J-C— 
180 0 a ciascuna di quelle grandezze disuguali ; 
dovrà risultarne B+C—A minore di itio° ; e 

• j. 1 j, B+C—A • B+C+A 
quindi dovrà essere. , o sia _JL 

\ ....... .a a 

— A minore di go°. Dunque dev’ essere positivo 

j- B+C—A • 

il coseno di 

3 ..., e 

Par. II. In oltre, poiché la somma degli 



7 °. 

angoli di un triangolo sferico è sempre maggiore 

di i8o° e minore di54o°; <W essere A+B+C 

sempre, maggiore di 90° e minore di 270°. E 
perciò dev’ essere negativo il coseno dell’ angolo 

±+ 5 ì£.clb.d. 

a 



.1.; 



PROP. XII. TE OR. 



M. 



§. 124. In ogni ‘ triangdlb sferico il seno 
della metà di un angolo adegua il raggio tri- 
gonometrico multiplicato per la radice qua- 
drala del prodotto del seno della metà della 
somma dei tre lati diminuita di uno di quel- 
li , che comprendono lo stesso angolo, pel 
seno della metà della somma degli stessi tre 
lati diminuita dell'altro , eh' è intorno allo 
stesso angolo , divisa per la radice quadrata 
del prodotto dei seni dei lati , che compren- 
dono quell' angolo. Cioè dev’ essere 

Si a=rV ( «■&*§§* 

—a ^ - * 






seu.ò sen.c 

1 7 

Dim. Essendo cos.a— cos - l} cos ~ c 

R 



!? B 06 ! 
mi ihvolr 



, sen.^ sen e cos.A , , n , „ , 

— , dev essere R cos.a~Kcos.6 

R 

cos.c+sen.6 sen.c cos.A ; e quindi 

R ( . ns 4— . «• cos.a — R’cos.A cos.c 
sen.Ò sen.c • 
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Il perchè dev’ essere pure 

_ . <pi R 3 cos.<:— R*cos.& cos.e 

R» — Rcos.A~R* — -, 

sen.b sen.c 

Ma ( §. 5a.) R>— Rcos. A pareggia a sen.* iA, 
e ’i secondo membro della prec. equazione adegua 

R'sen Asen . c — R»cos.a +R‘cos Acos.c 

sen.bsen.c 

R*cos.(b — c) — R 3 cos.ri ree. \ 

ovvero « i 3* )• 

sea. b sen.c 

Dunque dev’ essere 

» R 3 cos.(b — c) — R’cos.a 

asen. — A~ — C 

a sen.òsen.c 

Il perchè essendo ( §. 54- ) R cos. (i— c) — R 
ya+b— Cn ya+c — K 

.n= a sen.^ a ) sen. ^ a ) , dev* 



cos 
essere pure 



asen 



e seo. 



1 _ 3 R- S en.(fÌ±=f) S en.(f±f=5) 
.*-< A ss v 2 2 



.l_A=R 



sen.bsen.c 

.(2±t=f) se „.(?±f=- 4 ) 



)• 



sen.bsen.c 



7 2 



PROP. XIII. TE OR. 



$. ia5. In ogni triangolo sferico il seno 
della metà di un lato pareggia il raggio tri- 
gonometrico multiplicato per la radice qua- 
drata del prodotto del coseno della semisomma 
dei tre angoli preso negativamente pel coseno 
della semisomma di essi angoli diminuita del- 
V angolo opposto a quel lato divisa per la 
radice quadrata del prodotto dei seni degli 
angoli adjacenti allo stesso. Cioè dev’ essere 

1 p , / ✓— C06.(é± B +g ) cq 8 .(1±£z^)> 

scd.I a=K%J ^ 2 2 ). 

sen.B sen.G 

Dim. Essendo ( §. ria. ) 

rr>c A cos.a sen.Bsen.C cos.B cos.C 

' R. R J 

sarà R’cos.A— cos.n sen.Bsen.C— Rcos.Bcos.C, 

ed 1W„— Pi cos Af R’cos.Bcos.C 
sen.Bsen.C 
Il perchè dovrà essere 

R-— Rrrxi./, — p t _ R 3c os.A+R»cos.Bcos.C 

sen.BsenC 

• s * 

Ma R* — R cos.a pareggia asen.'i a ( §. 5 a. ), 

•t • * , 

e ’l secondo membro della precedente equazione 
adegua 

R’sen.B sen.C — R’cos.A — R*cos.B cos.C 
sen.Bsen.C 
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c j o £ — R s cos.(B -f C) — R jcos. A 
sen.Bsen.C 
Dunque dev’ essere 

• f — RjCos.(B-fC) — R 1 cos.A 

asen — a —' ' 



2 seo.Bsen.G 

E quindi essetìdtì — R cos.(B-f-C) — • R gos.A u- 
guale ( §. 53. ) 

a — 2Cos.(?±£l^)cos.(?±2z^) ; 

i a 

sarà pure 

, _2R.„..( B ±£±*) t .,.( B -±£=i) 

*.«.•1 «= * a 



sen.B sen.G 



e set». — 
2 



V(: 



-eos 



. (£±£±*) C „,.( B + C - A ) 



5 



sen.B sen.C 

Ma il coseno della metà della Somtna de’ tre an- 
goli di un triangolo sferico è sempre negativo 
( §. iJt3. ). Dunque l’è positiva la quantità, 
eh’ è sotto al radicale della precedente equazione. 
C. B. D. 

i ■ 

PROP. XIV . TEOR. 

■ ’<w. 

$. 126. In ogni triàngolo sferico la tangente 
della metà della somma di dui angoli ade- 
gua la cotangente della metà del terso an- 
golo tnuftiplicaia pel coseno delta metà della 
differenza de’ lati , che lo comprendono , di- 

9 




mo pel coseno delia semisomma degli stessi 
lati. . ° 

E la tangente della metà della differenza 
di due angoli di un triangolo sferico varee- 
% ia ? otan gente della metà del terto angolo 

moltiplicata pel seno della metà della diffe- 
renza dei lati , che lo comprendono , diviso 
pel seno della semlsomma degli stessi lati. 
Dim. E poiché l’è (• $. , 0 6. )* 

cos A= COS-acos c sen.asen.c cos.B 

R ir 

dev’essere pure 

sen.a sen.c cos.B=R I cos.^_Rcos,flcos.c , 

e sen.acos.fi= ^ ,cos ^ — R cos.g cos.c 

sen.c 

Ma cos.a pareggia Rcos ^ cos.c+sen.ésen.c cos.A 

R 1 

Dunque dev’ essere anche 

Ri rnc h—i-ng c ( Rco6 - 6c o9-c+seD.6gen.ccog.A ^ 
sen.acos.B= R 

— * » 

sen.c 

ovvero 



• B— RlC ° 8 ' 6 ~ RcoB ' 6cos,<! ~ 8en ' 63en,CCQg - liC09 - A 

, . Rsen.c 

Ma R 3 C 0 S.Ì — Rcos.i cos.’c adegua Rcos.6 (R*— 

f os.-c), ovvero Rcos.foen.'c. Dunque dev’ essere 

.. ;; ; 




se».acos.B=. 
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Rcos.Asen.’c — sen.&sen.ccos.ccos.A 

Rsen.c 



o sia 



n Rcos.isen.c — sen.ècos.c cos.A 
sen.acos.B=. - . 

R 

Nello stesso modo si potrà dimostrare , che sia 

r, Rcos.csen.i — setl.ccos.Acos.A 

sen.ncos.L=^. 

R 

Il perchè sommando il primo membro di. que- 
st’ ultima equazione col primo membro della 
precedente , e ’l secondo col secondo , dovrà ri- 
sultarne 

sen./j(cos.B+cos.C)=cos.£sen.c+cos.csen.£ 

cos.A 

j£— (sen.b cos.c+sén.ccos.6) 



^ ' ^(sen.6 cos.c+sen .ccos.b) , 



o sia 



sen.a (cos.B+cos.C) cos.A ^j^ sen 



(R— cos.A )sen.(A+£ > ) . . . (19). 

In oltre , essendo ( §. io 5 .) 
sen.ascn.B=seu.Ascn.A, e sen.rtsenC=jen.Asen.<?; 
dovrà essere 

sen.a(sen.B+5cn.C)=sen.A(sen.6+scn,f)...(2o): 
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c dividendo jl primo membro dell’ equazione 
(so) pei primo deli’ equazione ( 19 ), e ’l secon- 
do pel secondo , si avrà 

sen.B-Ksen C sen.A sen.A-j-sen.c 

cos.B-f,cos.C R— cos.A sen.(A.p<?) 



sen.B+sen.C ' tang. J(B 4 -C) 

Ma cos.B+cos.G(S-55.) pareggia * , 

U . 



Sen ’ A adegna ± (C. 53. Ve Sefl -H Sen ~ g 
H-— cos.A R sen.(Aq-e) * 

cos. ì^(b—“c) 

è uguale a (§. 56.). Dunque de- 

cos. ì(è + c) 

v’ e ssere 

lang.|.(B+C)^eo^ La cos. \(b—c) 



R 



R 



cos. 



;(A+c) 

c « 8 > + cì=*„4a!^Ì±. 

■ cos. (b+c) 

In oltre , se dal primo membro dell’ equazione 
sen.rt sen.B=sen.A sen.A 
sottraggasi il primo membro dell’altra 
sen.<zsen.O=sen.Ascn.e , ■ 



77 

e dal secondo il secondo, dorrà (-istillarne 
sen.a (sen.B — sen.C)=sen.A(sen.£ — sen.c) , 
e dividendo il primo membro di quest’ ultima 
equazione pel primo membro dell’equazione (19), 
e ’l secondo pel secondo » si avrà 
sen.B — sen.C sen.A sen .b — sen.c 

cos.B+cos.C - R — cos.^ * ' sen.(6+c) * 



Ma 



sen.B — sen.C 
cos.B+cos.C 



.pareggi^ 



tang.? (B — C) 

R 




sen. A ' * cola A //• p, \ 

e uguale a I, (§. 5 - 3 . ) , 



R — cos.A 

sen.i — sen.c 

e 

sen.(6-fcc) 



adegua 



R 

1 

sen. 7 {b — c) 

s^n.i (&+c) 

a 



(§. 5 ( 6 .), 



Dunque dev’ essere 

t x ; n« . 'x • • t- 

tang.7 (B — C)_ cot .7 A se0 - a 

” R~ *"7^ R sen .l(b+c) 

a- ■■■ • 



e quindi J . . 1 .-. ■:> 

• % . 1 ! : - *«n.g-(£— c) , 

tang.g' (B— C)=cot.2 A. i , • 

sen. (o+c) 



. . C. B. D. - : 

§. 137. Cor. I.E poiché sono quantità positive 

cot, ì A e cos. ~ (b-m) 1 è tapg,|« (B-frC) 




7 3 



t C0S - \( b ~c) 

e= col. i- A — ; 1 ’ è chiaro , che 

cos . !<*+*) V 

% tang. 4 (B-J.C) debba essere negativa , infinita, 

o positiva , secondo che la metà della somma 
dei lati b e c del triangolo sferico sia maggiore, 
uguale , o minore di 90°. Dunque la somma 
di due angoli di un triangolo sferico dev'es- 
sere maggiore , uguale , o minore di 1 8o° , 
secondo che la somma de' lati opposti è mag- 
giore, uguale , o minore di 180° : e viceversa, 
§. 126. Cor. II. Il perchè se la somma di 
due lati di un triangolo sferico sia minore di 
l8o°; l’angolo opposto ai minore di essi do- 
vendo essere minore di quello, eh’ è opposto al 
maggior Iato (§. t i&.Par.II.y, dev’ essere sempre 
acuto. E viceversa , se la somma di due an- 
goli di un triangolo sferico sia minore di 180"; 
Il lato opposto al minore di essi angoli dovendo 
essere ptinore di quello , eh’ è opposto all ? an- 
golo maggiore ( §. 1 16. Par. J.) , dey’ essere 
sempre minore di 90°, 

§. iay. Cor. III. In oltre, se la somma di 
due lati di un triangolo sferico sia maggiore di 
180 0 ; 1* angolo opposto al jnaggiore di essi do- 
vendo essere maggiore di quello, eh' è opposto 
al lato minore (§.1 16. Par.II.), dev’essere sempre 
Ottuso. E viceversa , se la somma di due angoli 
di un triangolo sferico sia maggiore 1 di 180° ; 
il lato, opposto al maggiore di essi dovendo es- 
sere maggiore di quello, eli’ è opposto all’an- 
golo minore (§.116. Par. /.) , dev’ esseri sem- 
pre maggiore di 90°. 



PROP. XV. TEOR. 
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§. i3o. La tangente della metà della som- 
ma di due lati di un triangolo sferico pa- 
reggia la tangente della metà del terzo lato 
multiplicata pel coseno della semidifferenza 
degli angoli adiacenti a questo diviso pel co- 
seno della semisomma di questi stessi angoli. 

E la tangente della metà della differenza 
di due lati di un triangolo sferico pareggia 
la tangente della metà del terzo lato multi- 
plicata pel seno della sèmidfferenza degli 
angoli adiacenti a questo diviso pel seno del- 
la semisomma di questi stessi angoli. 

Dim. Sieno A', B‘, C 1 gli angoli del trian- 
golo supplementale del proposto , ed a', b\ c l 
i lati opposti a tali angoli del medesimo trian- 
golo supplementale. Dovrà essere per la Prop. 
prec. 

tang.l (B'+C 1 )— cot. .* A 1 . C0S ^ (bW > „.( a0 ) 

cos.r^’+c’) . 



e tang.r (B'~C')=cot.r A\-“°? (b ' ,). 

sen.J ( b'+c ') 

Ma r è __ B ' + C ' 1 8o °^+ r 8o °— g — l8o * 



b+C 



■( §• 97-) > 



B 1 — C 1 1 8 o°— b- — i 8 o° 4 .e 



f 
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, i A'=90°-“ • i (b'-c')=L (C-B), 



l (i , +c ')= i8o' 
a ’ 2 



Dunque dev’ essere 



tang.7 (B , 4-C')= — tang.7 (ó+c), tang.7 ( B'— C'J 

I I ì 1 

É= — tang .7 (p—ù ) , cot .7 À'= tang .7 a , cos . 7 

(b'—c')~ cos. 7(B— C ) , cos. r ( 4 '+e , )=:— cosi. 

7 (Bq. C), sen. 7 ( b ' — c‘)~— ** sen. 7 (B— C) , e 

sen. 7 (i'+c’JzSsen. 7(B+C). Il perché se fac- 
ciansi queste sostitulioni nelle due equazioni ( 20) 
e (21) , e ciascuna di quelle equazioni , che ne 
risultano , si multiplichi per — 1 ; dovrà risul- 
tarne 



Cos. ~ (B-C) 



taug. n1(à+c)± 2 tang.Ì a. - 



cos ! (B+C) 



n. 7 (B C) n xt tv 
0 tang.i,(ò — e)=tapg.J, a.’——, • • • 

2 a sen ,7 (B+G) 
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della risoluzione de’ triangoli sferici. 

PROP. XVI. PROBL. 

i3i. Di un triangolo sferico rettangolo , 
oltre all angolo retto , diensi . due parti ; de- 
terminare le rimanenti parti di esso. 

Sol. Cas. I. Sia (fig. ì 4*) 4 BC un triangolo 
sferico rettangolo in A, e di esso, oltre all’an- 
golo retto A, suppongasi primieramente, ,clie 
iieno dati i lati b e c; determinare il lato a 
e gli angoli B e C. . . 

Prendendo il complemento del Iato a pei* 
parte media ; i lati b e c saranno le parti e- 
strerae opposte , ed il lato a si avrà dall’ equa- 
zione (§. 120 .) 

cos.Acos.c 

COS.rt=r 

R 

Che se il lato b si prenda per parte media ; 
il complemento dell’ angolo G ed il lato.edeh- 
Lono essere le parti adjacenti. E quindi si ha 
(§• 120 .) 

s fi nA- COt - Clan g C . 

Il '• 

**• R* 

Ma cot.G pareggia Dunque dev’ es- 

tang.G 

sete pure » 

S en.6= 

iang.G 

<o 



'i*. » 



8a 

Il perche l’ angolo C si avrà dall’ equazione 

s tang.C— Rl,ln g' g . 

sen.i 

che traesi dalla precedente. 

Nello stesso modo si potrà rilev afe , che l’ an- 
golo B si ottenga dall’ equazione 

tangfe Rlan g‘fr . 
sen.c 

Cas. II. Suppongasi in secondo luogo , che 
sieno dati il lato a , eh' è opposto all’ angola 
tetto A , ed il lato b. Si avrà pure ( Cas. j t.)j 

cns. a —™ s bcòs c ; 

R 

e quindi il lato c si otterrà dall’ equazione 
•, Rcos.a 



cos.c: 



cos.é 



che traesi dalla precedente. 

E prendendo il complemento dell* angolo C per 
parte media j il lato be' I complemento del lato 
a saranno le parti adjaceUtu E perciò l’angolo 
C si avrà per mezzo dell’ equazione ( §. i 20. y 



ros. fi—- 



tang.i cot.a 

R 



Che se prendasi il lato b per parte media ; do- 
vranno essere il complemento del lato ac’l com- 
plemento dell’ angolo B le parli estreme oppo- 
ste. Il perchè dovrà essere 
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fi 

£ 1’ angolo B , eh' è sempre della stessa specie 
del lato b ( §. tai. ) , si avrà dall’equazione 



sen.B” 



Rsen.6 



sen.a 



Cas. III. Diansi in terzo luogo il lato a e 
T angolo B. Egli è chiaro , che prendendo il 
complemento del lato rt per parte media , deb- 
bono essere i complementi degli angoli B e G 
le parti adjacenti : £ prendendo il complemento 
dell’ angolo B per parte media ; debbono essere 
il Iato c e ’l complemento del lato a le parti 
adjacenti. 11 perchè dovrà essere 



cos.a 



cot.B cot.C 

R 



col. a tang.c 

cos.B“ E_ , 

R 



• „ Rcot.B t, R tang.e 

tang.G tang.rt 

E perciò 1’ angolo C ed il lato c resteranno de- 
terminati dall’ equazioni 

. Rcot.B , cos.B tang.rt 

tang.C,=_ , e tang.c= 2 , , 

COS.rt fi 

che traggonsi dalle due precedenti. 

E prendendo il lato b per parte media , si avrà 
spn.h— scn - a sen B ; 

R 

dalla quale equazione si otterrà il lato b , che 



84 . , 

sarà sempre dell’ istessa specie dell’ angolo B 

( §• ,21 * )• 

Cas. IV. Suppongasi , che sieno dati l’ an- 
golo B ed il lato c , che gli è adjacente. Sarà 
chiaro, che se prendasi il complemento dell’an- 
golo B per parte inedia , debba essere 

-r.cot.fl tang.c 

cos.B=. _ — 2 — ; 

R ° 



e quindi tang.q=..fi tan ^:£.; 

' cos.B " 



dalla quale equazione si avrà il lato a. 

Che se prendasi il lato c per parte media ; 
saranno il lato b e ’l complemento dell’ angolo 
$ le parti adjacenti. Onde dovrà essere 

sen.c= cot-B tang.& = R tang.6 . 

R tang.B 



e quindi tang.&= 



seme 



tang!B 

ìl ‘ 



La quale equazione darà il valore del lato fa , 
che sarà sempre della stessa specie dell’ angolo B. 

E se finalmente si prenda l’angolo C per parte 
media - il lato c e’1 complemento dell’angolo 
B saranno le parti estreme opposte. E quindi 
l’angolo C si avrà dall’equazione 

n cos. c sen.B 
cos.L=. . 

R 



Cas. V.' Diansi l’ angolo B ed il lato b , 
che gli è opposto. Egli è chiaro, che prolun- 
gando i lati BC , BA fino a che s incontrino 
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nel punto . diametralmente opposto all’ alti o B ; 
dal lato CA e dai prolungamenti di quegli nitri 
due debba costituirsi un triangolo , i cui dati 
saranno quegli stessi dei triangolo ABC ; cioè il 
lato b e 1’ angolo B. Onde in tal caso cogli stessi 
dati . non potrà conoscersi se debbasi risolvere il 
triangolo ABC, o 1’ altro ottenuto nel modo già 
detto ,. a meno che le circostanze de) Problema 
non tolgano 1' incertezza.. Intanto supponendo, 
che dalle circostanze del Problema si sappia , cht 
il lato BA debba essere minore o pur maggiore 
del quadrante , prendendo F angolo B per parte 
media; si avrà 



i „ r._ s'cn.C cos.i 

COS.JJ — 

R 




e l’angolo G, eh' è sempre della stassa specie 
del lato BA , o sia di c , ne sarà •determinato 
dall' equazione 



„„„ is_ Rcos.B 
sen.L — % 

co i.b 

E prendendo il lato c per parte media , si avrà 
il valore di esso per mezzo dèli’ equazione 



coUÌ 

a 

Che se prendasi i! lato b per parte media , si’ 
otterrà 



sen .b= Scn -B sen.rt 

R 

e ’l lato A t il cui coseno è sempre dello stesso 
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segno del prodotto de’ coseni degli archi b ec, 
sarà determinato dall’ equazione 



sen.a 



Rsen.A 



sen.B 



Cai. VI. Suppongasi finalmente , che oltre 
all’ aogolò retto A si eòo dati i due angoli B e 
,C. Per determinare il Iato a , si dovrà assume- 
re questo per pàrte media, e’1 suo valore si 
potrà determinare dall’ equazione 
1 . ... 

cot.B cot.C 

cos.a=. 

R - 

Ma prendendo il complemento dell’ angolo B per 
partg media , si ha 

■r, sen.C cos.b 
COS.Jb— - ■■ , 

R 

e prendendo il complemento dell’ angolo C per 
parte media , si ha 



cos.C= 



sen.Bcos.c 



R 



Dunque dev’ essere 



cos 



,4=^2ì! , e cos.c 
sen.C 



Rcos.C 

i »■ • 

sen.B 



Dalle quali equazioni si ottengono i valori dei 
lati b e c. C. B. F. 



^ * 
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PROP„ XF1P PROBI. 



§7 



§- i3a. Diansi tre parti di un triangolo sfe- 
rico obliquangolo ; determinare le altre tre. 

Sol. Cas. I. Sieno dati in primo luogo i lati 
a , b , c del triangolo sferico A , B , C. Si avrà 

( §• ia4- )* 



seo. 



(a+b— e\ (a+c—b\ 
i . „ / /sea.\ /sen.v. /\ 

r A=R V( ér r... - ) 



sen.6 sen.c 



Dalla quale equazione si otterià il valore di "i 

A, e quindi quello dell’angolo A. JVello stesso 
niodo si potranno determinare gli angoli B , e 
C. Ma questi quando si è determinato 1’ angolo 
A , si possono determinare per mezzo delle se- 
guenti analogie ; cioè ( <jj. ro^f. ) 

sen.a:sen.A::sen-A:senJB 



e sen.a:sen.c::sen.A:sen.C. 

Cas. II. Diansi in secondo luogo gli angoli 
A , B , e C del triangolo sferico ABC. Dovrà 
essere ( §. ia5. ) 



-4 «=kV( 



_„.,(ii£±i) c ...( B ± c - A ) 



2 



sen.B sen.C 



> 



e da Questa equazione si avrà il valore di ia t 
il cui duplo sarà il lato a opposto all* angolo A. 
Nello stesso modo si otterranno i lati b, e e 
1 quali , quando si è determinato il lato a , si 
possono ottenere dalle seguenti analogie , cioè 

sen.A:sen.B: :sen.a:sen.£ , 

7 / 

e scn.A:sen.C::sen.n:sen.c. 
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Cas. III. Suppongasi in terzo luogo , che 
sieno dati i lati 4 ,ec,el’ angolo A da essi 
compreso. Dovrà essere ( §. 126. ) 



tang.h ( B+C )=cot. ^A. 



1 

1 . cosi.? (b — c ) 



1 

CÒS.? (ò+<?) 



. Ì. /T > .i* sen .t(b~c) 
è tang.a (B“C)~cot. a A. \ . j 



r 

sen.? (Z>+c) 

Onde se dà queste due equazioni si determini- 
no* gli angoli j (B+C) ed (B — C) ; la som- 

ma di questi sarà 1’ angolo B , che dovrà essere 
opposto al lato b , e la differenza dei medésimi 
dovrà essere l’angolo C opposto al lato c. II Iato 
à poi si potrà determinare per mezzo dell’ equa- 
zione ( §. 106. ) 

* t 

« _cos.£cos.c . sen. 3 sen.e cos.A 
cos.a= 4- , 

R R’ 

o per mezzo di una delle seguenti 

• j sen.i sen. A „ . sep.csen.A . 

sen.a= e sen.a=_ !. 

sen.B sen.C 

Cas , IV. In quarto luogo diansi gli angoli 
B l e C , ed il lato a , che gli è adjacente. Si 
avrannó i Iati beò per mezzo dell’ equazioni 

( $• *3o. y. . 

.. t cos.l.(lS_C) 

tatig-f (£+c)= tang.^ «. 1 \ 

cos.2 (B+C) 




«9 

t 1 sen. 2"(B — C) 

e tang. ( 4 — c)= tqng-2 j 

sen. 2 (B+C) 

e l’angolo A si otterrà dalla seguente (§. U*) 



cos.A= 



sen.B sen.C cos.tz cos.B cos.C 



R* R 

o da una di queste (§. io 5 .) 

. sen. a sen.B „ „„„ a= sen.<; sen.C 
n . A=- — i e sen.A 

sen. 6 



sen. 



sen.c 



Cas. V. Suppongasi in quinto luogo , cbe 
sieno dati i lati b , e c , e 1 ' angolo B opposto 
al primo di essi. Dovrà essere (§. io 4 -) 



sen 



_ sen.c sen.B . 

■ I I ■' y 

sen .6 



dalla quale equazione si _ avra 1 ’ angolo C ; il 
quale sarà acuto, se sottenda il minor lato , e la 
somma dei lati b e c sia minore di i8o° ( §. 
128. ), e sarà ottuso, se sottenda il lato mag- 
giore , e la somma de’ lati b e c sia maggiore 
di 180 0 (§. 129.)! In ogni altro caso la specie 
dell’ angolo C sarà dubbia. Or conoscendo la 
specie dell’angolo C, si potrà determinare il ri- 
manente lato a da una delle due seguenti equa- 
zioni 



tang. Jì(6+c)rr tang.i. a 



cos. — (B— C) 
a ~ ^cosiCe+cT 



9P 



e tang.* (6— c)=={aDg.ì « 



sen.“(B— C) 

’ i "? 

, M sen.a (B+C) 

dalla prima delle quali si ottiene 



(B+C) , 

cos. |.(B — 0 
e dalla seconda si ha 

,ln tf(M* n { (B+C) 

,,„g. l a= ? : 

e da ciascuna di queste due ultime equazioni 
si potrà determinare il valore di i « , il cui 

a 

duplo sarà quello del lato a. Il terzo angolo A 
§i determinerà poi per mezzp dell’ equazione 



sen.A: 



.sen.a sen.B 



sen.ò 

Cas. VI. Diansi finalmente gli angoli B , C, 
ed il lato b opposto al primo di detti angoli. 
Il lato c , eh’ è opposto al secondo degli angoli, 
dati , si avrà dall’ equazione 



sen. 



senA sen.G 



sen.B 

ed esso lato sarà minore di 90°, se gli angoli B 
e G insieme presi sieno minori di due retti , e 
l’angolo C sia minore dell’altro B(§. 128.): e 
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sarà maggiore di go° se gli angoli B e C insieme 
presi sieno maggiori di due relli , e 1’ angolo C 
sia maggiore dell’ altro B (§. 129. ). In ogni 
altro caso la specie del triangolo sarà dubbia. 
Ma conoscendosi il lato c, si potrà determi- 
nare il lato a per mezzo di una delle seguenti 
Equazioni, cioè 

1 t 

1 tan.7(^+c)cos.7 (B+C) 

lan.j. a'ZZ i : , 

cos.r (B — C) 

è tan . ~a— tan -^— c ) sen ^( B + c ) . 

sen.7 (B— C) 

L’ angolo A poi si avrà dall’ equazione 

. . sen.asen.B 

Scn.A — 



sen.6 



it • • 



G. B. F. 
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